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In dem vorliegenden Biiclie wird der Versiicli gemacht^ die gesamte 
stereometrische Projektion.slehre^ soweit sie für höhere Schulen 
in Betracht kommen kann^ zur Darstellung zu bringen. Wir sind der An- 
sicht^ daß die Schüler aller höheren Lehranstalten beim Übergang zur 
Hochschule befähigt sein müssen^ nicht allein die wichtigsten projektivischen 
Bild-Darstellungen in ihren geometrischen Grundlagen zu yerstehen^ sondern 
auch zu entwerfen. Hierbei fassen wir zunächst nur die Darstellung 
projekti vis eher (perspektivischer) Bilder der reinen Stereometrie ins Auge^ 
soweit sie mit elementaren Hilfsmitteln zu erreichen ist. Dann aber 
berücksichtigen wir in den Anwendungen das ganze Gebiet der exakten 
Schulfächer^ insbesondere die Krystallkunde^ sowie die mathematische Erd- 
und Himmelskunde. Bei diesem außergewöhnlichen Umfange des An- 
wendungs- und Übungsgebietes mußte notwendigerweise gleichzeitig eine 
Einschränkung des StoflPes nach der Richtung eintreten^ daß all- 
gemeinere und schwierigere Lagen der Projektionsgebilde fast durch- 
weg dann vermieden wurden^ wenn sie sich nicht durch einfache Trans- 
formation (Drehung und dergl.) aus einfachen Lagen erzeugen ließen. 
Wir glauben^ durch dieses Verfahren ein wesentliches Ziel erreicht zu 
haben^ insofern nämlich^ als auf verhältnismäßig kleinem Räume ein 
schulmäßig gründlicher Einblick in die Projektionslehre geboten wird. 

Der Leitfaden hat ferner die Absicht^ für Lehrer und Schüler*) die 
Wege zu ebnen zur Durchführung der neuen Lehrpläne (von 1901) 
auf dem großen Gebiete des ste reo metrischen Unterrichtes^ sei es in 
den hierfür pflichtmäßig festgesetzten Stunden^ sei es in allen hiermit in 
äußerem oder innerem Zusammenhange stehenden Unterrichtsfächern, also 
z. B. auch im Linear-Zeichnen. Daneben hofPen wir^ daß auch die 
Lehrer der Physik, Chemie, Mineralogie, Erdkunde und Biologie das 
Buch mit Nutzen gebrauchen werden. Die neuen Lehrpläne sprechen be- 
kanntlich an mehreren Stellen die Absicht aus, dem mathematischen 
Unterrichte überhaupt ein reicheres Ubungsfeld zu eröffnen und unbe- 
schadet der Selbständigkeit der Mathematik als Lehrfach ein Haupt- 
gewicht auf die Anwendungen zu legen. Daneben aber soll der viel- 
fach übermäßigen Arithmetisierung der Mathematik, namentlich in den 



*) Ein ausführlicher Prospekt, der sich haiiptsächhch an die Lehrer wendet, 
wird besonderer Beachtung empfohlen. 
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oberen Klassen, Einhalt geboten werden. Nach beiden Ricbtungen bin 
will unser Leitfaden, der zugleich ein Übungsbuch der konstruieren- 
den Stereometrie sein soll, helfend eingreifen. Das Lehrhafte tritt 
bescheiden zurück zugunsten eines möglichst vielseitigen Anwendungsgebietes, 
das Problem ist daher fast stets in den Vordergrund gerückt. Skelett- 
artige Aufgaben, wie sie früher die Regel bildeten, dienen hier nur zur 
ersten Einführung 5 alsbald tritt dem Schüler die praktische Aufgabe 
mit Fleisch und Blut entgegen, aas der er nun mit der Sonde des ana- 
lysierenden Geistes das mathematische Skelett heraustasten muß. x\n der 
Hand unseres Buches wird es möglich sein, den bisherigen ausgedehnten 
rechnerischen Betrieb der Stereometrie auf ein vernünftiges Maß zurück- 
zudrängen und dem stereometrischen Konstruieren zu seinem Rechte zu 
verhelfen. Was der Planimetrie recht ist, muß der Stereometrie 
billig sein. 

Nun ist offenbar das vorliegende Werk (Ausgabe A des Leitfadens) 
zur Einführung an humanistischen Gymnasien und unvollständigen 
Realanstalten zu umfangreich. Die Verfasser haben daher unter freund- 
lichem Entgegenkommen der Verlagshandlung eine zweite, kleinere Aus- 
gabe B veranstaltet, deren Einführung bei sehr niedrigem Preise bei den 
genannten Anstalten kaum auf Widerstand stoßen dürfte.'^) 

Was nun den Aufbau des Leitfadens im einzelnen betrifft, so verweisen 
wir der Hauptsache nach auf die absichtlich in großer Zahl beigegebenen An- 
merkungen (Anhang H), in denen auch die eingehenderen Literaturnachweise 
aufgenommen sind. Die naturgemäß propädeutische Auffassung des 
ersten Abschnittes (schräge Parallel -Projektion) hat es mit sich gebracht, 
daß nicht überall die strengen Beweismittel herangezogen sind. Immer- 
hin ist auf ein Verzeichnis von Erklärungen und Lehrsätzen der 
Stereometrie (Anhang I) verwiesen, um auch strengeren Anforderungen 
zu genügen. Der § 11 des ersten Abschnittes bringt zudem noch einige 
theoretische Erörterungen. — Wir heben ferner hervor, daß die §§ 8 — 10 
mit ihren Anwendungen aus den verschiedensten naturwissenschaftlichen 
Schulfächern als Anregungen zu betrachten sind. Diese Übungen 
können beliebig ausgedehnt oder eingeschränkt werden; sie haben den 
Zweck, dem künftigen Physiker, Chemiker, Mineralogen, Biologen, 
Arzte, Archäologen und Juristen eine Anleitung zum Skizzieren 
zu geben; für den Techniker ist natürlich das Ganze von Bedeutung. 

Bei den Zeichnungen aus der Krystallkunde hat uns besonders 
Kopp 's Einleitung in die Krystallographie gute Dienste geleistet. Einige 
wichtige Aufgaben sind nach verschiedenen Methoden gelöst worden, so 
z. B. die mit Recht beliebte Konstruktion der Sonnenuhr (§§ 9, 16, 17). 
Wenn wir im zweiten Abschnitte (senkrechte Parallel-Projektion) mehr- 
fach auf die schräge Parallel-Projektion zurückgegriffen und die Um- 



*) Bei der Auswahl für Ausgabe B haben wir uns auf die elementarsten Gebiete 
der schrägen und normalen Parallel-Projektion (mit einem kurzen Anhang über 
Zentral-Projektion) beschränkt. — Bei den hier und da zugelassenen erweiterten 
Nebenkursen für Mathematik an humanistischen Gymnasien wird dagegen auch 
Auss", A willkommen sein. 
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Setzung der Normalbilder in Schrägbilder hervorgehoben haben ^ so wird 
man dies Verfahren billigen^ da es den Einblick in den Zusammenhang 
der verschiedenen Projektionsarten außerordentlich fördert. Wir verweisen 
in dieser Richtung auf die wertvolle Abhandlung von M. Richter über 
^^Das geometrische Zeichnen in der Realschule^^ (Progr.-Abh. d. I. Realschule 
zu Leipzig, Ostern 1901). Man wird bis zuletzt (§§ 19, 20) erkennen, daß 
auf diesen Zusammenhang fortwährend Gewicht gelegt worden ist. 

Die Lehre von den unbegrenzten Geraden und Ebenen haben wir 
so kurz als möglich behandelt; die hübschen Bergwerks-Aufgaben aus 
Gerland's Abriß der darstellenden Geometrie sollen zur Belebung dieses 
schwierigen Paragraphen dienen. — Die Lehre von der Zentralprojektion 
erscheint zwar nur als Zugabe, ist aber absichtlich in drei Stufen ent- 
wickelt. Die erste (Aufg. 188 — 197) arbeitet mit den einfachsten 
Mitteln, mit Augenpunkt und Distanzpunkt; bei der zweiten Stufe wird 
der Begriff des Fluchtpunktes auch im weiteren Sinne entwickelt (Aufg. 
198 — 200), und zuletzt soll von dieser fruchtbaren Betrachtungsweise ein 
weitgehender Gebrauch gemacht werden (Aufg. 201 — 207). Man hat es 
nun in der Hand, je nach der verfügbaren Zeit oder dem Standpunkte 
der Klasse beliebig weit vorzudringen. 

Die zentralen Kartenprojektionen und die von diesen abgeleiteten 
Karten entwürfe durften in einem Buche mit den im Eingange ausge- 
sprochenen Grundsätzen nicht fehlen; hierbei haben wir mehrfach den 
methodischen Schulatlas von Sydow -Wagner berücksichtigt und benutzt. 
Man wird sehen, daß es gar nicht schwer ist, zum Verständnis des viel- 
gebrauchten Bonne 'sehen Entwurfes vorzudringen, der bekanntlich eigent- 
lich Merkator angehört. Besonders interessant ist es, den Übergang der 
wirklich geometrischen Projektion zum willkürlichen, konventionellen 
Kartenentwurfe zu verfolgen. Die nicht zentralen Karten entwürfe sind 
überall da eingeflochten, wo sie sich am natürlichsten angliedern, also in 
den §§ 9 und 15. Wir hoffen, daß es uns geglückt ist, selbst von der 
schwierigen Merkator- Karte (im engeren Sinne) mit elementaren Mitteln 
eine klare Vorstellung zu geben (§ 15, Aufg. 146 und 147). 

Übungsaufgaben in ungelöster Form sind genug vorhanden, 
um wechseln zu können. Sie sind im engen Anschluß an die Haupt- 
aufgaben gestellt, wobei der Zusammenhang nicht selten noch besonders 
hervorgehoben ist. Was nun die Ausführung der Zeichnungen be- 
trifft, so muß sie nach Art der betr. höheren Schulen verschieden aus- 
fallen. Das humanistische Gymnasium wird sich im eigentlichen mathe- 
matischen Unterricht mit scharf gezeichneten Bleistift -Skizzen in 
Großquart-Heften begnügen; die Figuren sind etwa in doppelter Größe des 
Leitfadens zu entwerfen; durch passende Veränderung der Maße und 
Lagen ist dem so verbreiteten sinnlosen Kopieren sorgfältig vorzubeugen. 
Einige besonders eifrige Schüler ziehen die Skizze wohl mit Tusche und 
farbigen Tinten aus, vornehmlich solche, die am wahlfreien Zeichenunter- 
richt teilnehmen. Diese können auch unter der Leitung des Fach-Zeichen- 
lehrers und an der Hand der Ausgabe A unseres Leitfadens größere Ent- 
würfe auf dem Reißbrette oder dem jetzt vielfach üblichen Zeichen- 
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blocke liefern. — Für die Realanstalten^ seien sie nun yoUständig 
oder unvollständige muß der Reißbrett-Entwurf die Regel für den Pach- 
zeichen-Unterricht bilden^ während im mathematisclien Unterrichte 
die Skizze in vielen Fällen genügen wird. 

Die Einführung der Ausgabe A unseres Buches paßt vorzugsweise 
für die Oberklassen der VoU-Realanstalten^ während die Ausgabe B^ wie 
bereits angedeutet ^ für die oberen Klassen der unvollständigen Real- 
anstalten bezw. für die Prima des humanistischen Gymnasiums ein- 
gerichtet ist. Die Ausgabe B den Bedürfnissen beider Anstaltsarten an- 
zupassen^ war nicht schwer^ da für beide die Stoffauswahl aus natürlichen 
Gründen dieselbe sein mußte: schräge und normale Parallelprojektion. 
Immerhin ist darauf Rücksicht genommen ^ daß dem gereift eren Stand- 
punkte des Gymnasial-Primaners einige schwierigere Übungen dargeboten 
werden können. In den „Anmerkungen" (Anhang II) finden sich die nötigen 
Hinweise: auch ist die Hinzufügung der Zentralprojektion als Anhang 
zu Ausgabe B in diesem Sinne zu verstehen (vgl. Vorwort zu Ausgabe B). 

Daneben aber betrachten wir unsere Ausgaben als nützliche Begleiter 
und Ratgeber von Sekunda ab für alle Fächer^ in denen exakte^ geo- 
metrische Zeichnungen gefordert werden. Dieser Umstand erscheint uns 
besonders wichtig für die Einführung. Namentlich werden sich der Mine- 
raloge Geograph e Physiker oder Chemiker wiederholt auf den Leitfaden 
beziehen können. Ganz nebenbei nur wollen wir seine Brauchbarkeit für 
das Selb st- Studium hervorheben. 

Überall wird man finden, daß die Verlagshandlung weder Kosten noch 
Mühe gescheut hat, um das Buch würdig auszustatten und namentlich 
die Figuren in klarer und scharfer Ausführung dem Texte einzufügen. 
Herrn Direktor Dr. Holzmüller danken wir, abgesehen von vielfachen 
Anregungen, die freundliche Erlaubnis, mehrere Figuren aus seinen Werken 
entnehmen zu dürfen; auch Herrn Oberlehrer Oskar Lesser (an der 
Klinger-Oberrealschule zu Frankfurt a. M.) sind wir zu Dank verpflichtet 
für seine bereitwillige Hilfe bei der Ausführung einiger verwickelter Zeich- 
nungen. 

So hoffen wir denn, daß unser Leitfaden einen nicht unerwünschten 
Beitrag zur Durchführung der neuen Lehrpläne bilden möge. Be- 
sitzen wir bereits für die rechnerischen Gebiete des mathematischen 
Unterrichts vortreffliche Lehrmittel und Aufgaben-Sammlungen, nicht 
minder auch für die konstruktive Planimetrie^ so war doch das Feld 
der konstruktiven Stereometrie noch spärlich angebaut, und hier 
möge unsere Arbeit nutzbringend einsetzen. 

Frankfurt a. M. und Hannover im März 1903. 

€. H. Müller. 0. Presler. 
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Häufig gebrauchte Ausdrücke und Abkürzungen 

(hauptsächlicli für die Normal-Projektion). 



Inbezug auf eine vertikale Bild-Ebene (Anfriß-Ebene) : 
heißt eine Gerade frontal, wenn sie parallel zu dieser Ebene liegt, 

„ orthogonal, wenn sie senkrecht zu dieser Ebene liegt, 
,, brachial, wenn sie horizontal und parallel zu dieser Ebene liegt, 
Ebene frontal, wenn sie parallel zu dieser Ebene liegt, 

orthogonal, wenn sie senkrecht zu dieser Ebene liegt, 
„ lateral, wenn sie vertikal und senkrecht zu dieser Ebene liegt, 



Sfj , I bedeuten Grundriß-Ebene (Grund-Ebene, Horizontal-Ebene). 

E^, II „ Aufriß-Ebene (Auf-Ebene, frontale Yertikal-Ebene). 

^3, in „ Seitenriß-Ebene, (Seiten-Ebene, laterale Vertikal-Ebene, Profil-Ebene). 

.T, tj, z „ Breiten-, Tiefen- bezw. Höhen-Koordinate eines Punktes. 

J.1 , J.2 , JL3 bedeuten Grund-, Auf- bezw. Seiten-i?^/? eines Punktes A. 

a^, ^2, «3 „ ,, „ ,, „ einer Geraden a. 

A\ A'\ AI" ,, „ „ „ Seiten-Ä'p^fr einer Geraden a. 

a\ a\ a" „ „ ., .. „ einer Ebene A. 
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Einleitung. 

Die Projektionslehre hat den Zweck ^ ebene Bilder von körper- 
lichen Gegenständen auf geometrischem Wege zu entwerfen.*) 

Zur Versinnlichung der geometrischen Bilderzeugung eignet 
sich am besten das optische Verfahren. ■'^)**) Über einer horizontalen. 
Ebene I erhebe sich (Fig. 1) eine vertikale Ebene II; erstere heiße Grund- 
ebene^ letztere sei die Bildebene^ d. h. diejenige Ebene^ auf der ein 
Bild entworfen werden soll. Die horizontale Schnittlinie XX' beider 
Ebenen heißt Achse. Der Gegenstand sei ein undurchsichtiger Körper K. 
Wir wollen nun K mit einer punktförmigen Lichtquelle so beleuchten^ 
daß der Schlagschatten von K auf Ebene II fällt. ^) Das ebene Schatten- 
bild K' zeigt im allgemeinen eine gewisse Ähnlichkeit mit dem Umriß 
von K. Ersetzt man jetzt die Lichtquelle durch das Auge^ so treten 
an Stelle der Lichtstrahlen die Sehstrahlen derart^ daß K vollständig das 
Schattenbild^' bedeckt. Wir markieren nun den Umriß***) von K' mit dem 
Stift und versehen noch die erhaltene Figur mit einer Färbung^ die der 
von K möglichst entspricht. Mmmt man nun den Gegenstand K hin- 
weg^ so hat das von nach IC blickende Auge immer noch den Ein- 
druck^ als ob der Gegenstand vorhanden wäre. Die Täuschung ist desto 
vollendeter^ je genauer Umriß und Farbe getroffen werden.^) 

Wir wollen jetzt Lichtquelle und Gegenstand an die alte Stelle zu- 
rückversetzen^ dann aber den Abstand der Lichtquelle von der Bildebene 
allmählich vergrößern. Das Bild wird zwar einige Veränderungen er- 
leiden^ im großen und ganzen indessen immer noch an K erinnern; auch 
das Auge wird^ wenn es in dieser Entfernung die Lichtquelle ersetzt^ 
ähnliche Eindrücke wie oben erhalten. Bei sehr großer Entfernung des 
Strahlungspunktes von der Bildebene erhält man Bilder^ deren Er- 
zeugungsstrahlen nahezu parallel sind (Fig. 2)^ die aber immer noch 
einen befriedigenden Eindruck auf das Auge machen. 



*) Lat. projicere = wegwerfen, entwerfen. 
**) Diese Ziffern weisen auf ergänzende Anmerkungen in Anhang II hin. 
***) Umriß, Eeißbrett, Grundriß sind Worte, die mit dem deutschen A^erbum 
„reißen" = zeichnen zusammenhängen. 

Müller 11. Presler, Projektionslehre. A. 1 
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2 Einleitung. 

Verfeinert man nun diesen optischen Strahlengang zum geometri- 
schen^ dann gelangt man zum Begriff der geometrischen Projektion. Bei 
endlicher Entfernung des Strahlenpunktes (Fig. 1) spricht man Yon 
Zentralprojektion^ bei unendlicher Entfernung (Fig. 2) von Parallel- 
projektion-, letztere ist daher ein Grenzfall der ersteren.^) Man findet 
bald^ daß sich die Betrachtung dieses Grenzfalles viel einfacher gestaltet 





Fig. 1. 



Fig. 2. 



als diejenige der zentralen Projektion. Wir nehmen daher im folgen- 
den zunächst immer an^ daß die Projektions strahlen parallel yerlaafen. 
Um die Gesetze der Parallelprojektion aufzufinden^ betrachten wir in erster 
Linie gesetzmäßig gestaltete^ einfache Körper^ z. B. Würfel^ Tetraeder^ 
Kugel u. dergl. Hier werden wir dem Würfel den Vorzug geben^ da er 
ebenflächig begrenzt ist und in seinen Quadratflächen die einfachste Be- 
trachtung zuläßt.^) 
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I. Abschnitt. 
Schräge Parallelprojektion. 

§ 1. Das Quadrat in seinen drei Hauptlagen zur Bildebene; 

der Würfel. 

Man denke sich in Fig. 2 statt des Körpers K einen Würfel so vor 
die Bildebene gestellt^ daß eine Fläche parallel der Grundebene I^ eine 
andere parallel der Bildebene II verläuft (Fig. 3a). Von den sechs 
Würfelflächen greifen wir nun die Vorderfläche AB CD heraus*) und 
lasseh sie Yon parallelen Projektions strahlen treffen^ während wir die 
übrigen Würfelflächen zunächst wegdenken.^) Es ist sofort klar^ daß das Bild 
Ä B' C D' ein Quadrat sein niuß^ das dem Gegenstande AB CD kongruent 
ist (55).**) Wenn in Fig. 3a das Bild nicht als Quadrat erscheint^ so liegt 
dies daran^ daß das betrachtende Auge nicht in der Richtung des proji- 
zierenden blickt. Die hierdurch eintretende störende Verzerrung wollen 
wir dadurch beseitigen^ daß wir die Bildebene in die Ebene des Papiers 
umgelegt denken; man erhält so das unyerzerrte Bild in Fig. ob. 
Von jetzt ab sollen alle Bilder der Parallelprojektion so betrachtet werden 
wie in Fig. 3b^ d. h. die Bildebene soll in der Papierebene liegen und das 
projizierende Auge soll mit dem betrachtenden zusammenfallen. 

Bis jetzt sind inbetreff der Strahlenrichtung keinerlei bestimmte An- 
nahmen gemacht worden. Für den Fall der Figuren 3 a und 3 b ist er- 
sichtlich, daß die Projektions strahlen von rechts oben nach links unten 
verlaufen^ wenn man gegen die Vorderfläche AB CD des Würfels blickt; 
infolgedessen ist das Bild Ä B' C/ 1)' nach links unten in die Bild- 
ebene gefallen. Für die folgenden Betrachtungen soll diese schräge 
Strahlenrichtung vorzugsweise festgehalten werden. Soviel können wir nun 
jetzt schon feststellen: Das Bild des Quadrates in dieser ersten Hauptlage 
(frontale Lage) ist bei jeder Strahlenrichtung ein kongruentes Quadrat^ jede 
Strecke und jeder Winkel bildet sich ohne Verzerrung ab. Dasselbe gilt^ 



*) Der Ausdruck „vorn" ist auf die Projektionsrichtung bezogen. 
**) Diese kursiv gedruckten Ziffern weisen auf ein Verzeichnis von Er- 
klärungen und Lehrsätzen aus der systematischen Stereometrie (Anhang I) hin. 

1* 
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4 I. Abschnitt. Schräge Parallelprojektion. 

wenn wir das Quadrat in dieser Hauptlage derart drelien^ daß das Seiten- 
paar AB und CD nicht nielir parallel zur Grundebene läuft. 

Wir betrachten nun die Abbildung der Deckfläche DCEF des Würfels^ 
durchweiche das Quadrat in der zweiten Hauptlage (horizontale Lage) dar- 
gestellt wird. Hält man das Auge in hinreichend großer Entfernung rechts 
oben vom Würfel und schaut man nach der Bildebene hin^ so erkennt man 
sofort, daß das Bild JD' C'E'F' als Parallelogramm auftritt (Fig.Sc).^) Des 
Zusammenhangs und Vergleichs wegen ist zu dem schraffierten Bilde das 
Bild AB' CD' aus Fig. 3b hinzugefügt. Die Seiten CD und J5;i^ haben 
keine Verzerrung erfahren, wie aus der Betrachtung der ersten Hauptlage 
im voraus zu erwarten war. Dagegen sind DE und CF sowie alle Winkel 
stark verzerrt. Wenn man die Strahlungsrichtung (durch Ortsveränderung 
des Auges oder Lichtpunktes von oben nach unten) möglichst verändert, 
dann erkennt man, daß die Verkürzung von DE und CF soweit gebracht 
werden kann, daß D' E' und C F' zu Null werden; ebenso, daß die rechten 
Winkel allen möglichen Verzerrungen von 0^ bis 180^ unterworfen 
werden können, wenn man das Auge von rechts nach links bewegt. 
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Fig. 3. 



Wir können daher willkürlich festsetzen, welche Größe der Ver- 
zerrung wir bei unseren Bildkonstruktionen zulassen wollen. Für 
Fig. 3 c z. B. ist die Strahlenrichtung so gewählt, daß DE auf die Hälfte 
und der rechte Winkel bei D' auf 45^ verkürzt erscheint*), woraus denn 
leicht die Abmessungen der übrigen Teile des Bildes D' C E' F' folgen. 
Als Schluß ergebnis der ganzen Betrachtung läßt sich folgender Satz auf- 
stellen: Das Bild eines Quadrates in der zweiten Hauptlage ergibt 
im allgemeinen ein Parallelogramm^), dessen Gestalt und Lage von der 
Strahlenrichtung abhängt. Für eine bestimmte Richtung der Projektions- 
strahlen ist die Verzerrung der Strecken und Winkel eine ganz bestimmte. 
Während alle Strecken, die zur Bildebene parallel oder frontal laufen 
(entsprechend der ersten Hauptlage), unverzerrt bleiben, werden die Strecken, 



'^') Diese Verzerrungszahlen sollen in Zukunft mit q und co bezeichnet 
werden; hier ist also q = -|, co = 45^. 
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§ 1. Das Quadrat in seinen drei Hauptlagen zur Bildebene; der Würfel. 5 

die senkrecht oder orthogonal zur Bildebene liegen^ in demselben 
Maße verändert. Die schräge Parallelprojektion gleicher^ zur Bild- 
ebene senkrechter Strecken DE und CF gibt parallele Strecken 
(D'E' und C'F'), die unter sich gleich sind (24). 

Nach dem Vorhergehenden ist die Projektion einer Seitenfläche BCFH, 
durch welche das Quadrat in der dritten Hauptlage (lateral) dargestellt 
wird^ als einfache Folgerung aus den beiden ersten Hauptlagen aufzufassen. 
In Fig. 3d erscheint das (schraffierte) Bild^ Parallelogramm B'C'F' H'^ 
im Zusammenhange mit den beiden ersten^ sodaß zugleich das Gesamt- 
bild des Würfels heryortritt. Die Quadratseiten BC und HF erfahren 
keine Verzerrung. Dagegen ist B' H' in demselben Verhältnis verkürzt 
als vorher CF. Auch hier erkennt man^ wie durch Änderung der Pro- 
jektionsrichtung die Verzerrungen verschiedenartig ausfallen^ daß aber 



E 




H 



Fiff. 4 a. 





einer bestimmten Annahme über die Strahlungsrichtung immer eine 
bestimmte Größe der Verzerrung bei Seiten und Winkel entspricht und 
umgekehrt. 

Für die Zukunft wollen wir alle Bilder^ die in schräger Parallel- 
projektion entworfen sind^ als Schräglbilder bezeichnen. 

Aufgabe 1. Man soll einen Würfel in schräger Parallel- 
projektion zeichnen für das Verzerrungsverhältnis (l = \ und 
den Verzerrungswinkel g3 = 30^. 

Die geometrische Analyse der Aufgabe stützt sich unmittelbar auf 
die vorhergehenden Betrachtungen und Sätze. Dort war q = j und (d = 45^, 
während jetzt solche Werte eintreten sollen, wie sie sich als vorteilhaft 
für Schrägbilder erwiesen haben.^) Wir geben dem Würfel die bisherige ein- 
fache Lage zur Bildebene und erhalten folgende Konstruktion: Aus der 
Kante a {= 3 cm) ist die Vorderfläche ÄBCD*) ohne weiteres kon- 



*) Der Einfachheit wegen werden hier die Buchstaben des Bildes nicht 
gestrichelt. 
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6 i. Abschnitt. Schräge Parallelprojektion. 

struierbar (Fig. 4 a). Dann zieht man durch D den Strahl unter 30^ I^ei- 
gung zu. DC und schneidet auf ihm j a ab bis E. Hierauf legt man 
durch E und C die Parallelen zu DC bezw. Di^ bis zum gegenseitigen 
Schnitte in F. Ferner zieht man durch F und B die Parallelen zu CIj 
bezw. CF bis zum Schnitte H. Wenn man endlich durch Ä, E und H 
die Parallelen zu DE bezw. DA und BA zieht ^ so erhält man noch 
die Bilder der verdeckten Hinterkanten des Würfels. Das Zusammen- 
treffen dieser drei Kanten in G dient als Probe auf die Schärfe der Kon- 
struktion.'^) 

Aufgabe 2, Man soll das Schrägbild eines Würfels für g = |- 
und (D = 90^ zeichnen. 

Kimmt man auch hier die bisherige einfache Lage des Würfels an^ 
so ergibt sich sofort^ daß der Verzerrungswinkel von 90^ demjenigen 
schrägen Strahlengang entsprechen muß^ wobei die Strahlen weder von 
links noch Yon rechts oben^ sondern in einer mittleren Richtung Yon 
vorn oben kommen müssen. Bei dieser Lage der Projektionsrichtung 
ändert sich im Avesentlichen nichts an der Konstruktion (Fig. 4b): 
Die Vorderfläche AB CD wird genau so entworfen wie in Aufgabe 1. 
Die Deckfläche DCEF ergibt sich durch den Strahl DE^ der gegen DC 
unter 90^ geneigt ist^ wobei \ a abgeschnitten wird. Die Bodenfläche 
AB HG erhält man auf dieselbe Weise ^ während die Seitenflächen zu 
Strecken zusammenschrumpfen. Die Hinterfläche EFGH entspricht der 
Vorderüäche. 

Aufgabe 3, Das Schrägbild eines Würfels in einfacher Lage 
ist zu zeichnen für den Fall^ daß die Projektionsstrahlen von 
oben links kommen; (J = j^ o = 150^. 

Eine kurze Überlegung zeig% daß jetzt der Winkel DCF zu 30^ 
verzerrt wird^ während der rechte Winkel bei EDC nunmehr auf 150^ 
wächst. Im übrigen bleibt die Konstruktion in denselben Bahnen wie 
vorher (Fig. 4 c). 

Diese drei Grundaufgaben der Parallelprojektion lehren uns drei Haupt- 
arten des Bildentwurfs kennen: Schrägbilder von oben rechts^ von 
oben vorn und oben links. Je nach der besonders bevorzugten 
Seite des betreffenden Körpers benutzt man die eine oder andere. Meist 
werden wir uns hier der Projektion von oben rechts bedienen. Offenbar 
entsprechen diesen Arten noch drei andere^ wenn nämlich die Strahlung 
von unten erfolgt. Dieser Bildentwurf wird selten angewandt^ natürlich 
nur dann^ wenn der Körper sehr hoch über der Grundebene liegt. — Die 
exakte^ geometrische Lage der Projektionsrichtung wird^ wie wir später 
§ 11 sehen werden^ gewöhnlich durch Rechnung bestimmt. Konstruktiv 
verfährt man so^ daß man auf der Achse XX' (Fig. 3a) einen beliebigen 
Punkt auswählt und durch ihn denjenigen Strahl legt^ dem die Pro- 
jektionsstrahlen parallel laufen sollen. Durch die Neigungswinkel zu den 
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§ 1. Das Quadrat in seinen drei Hauptlagen zur Bildebene; der Würfel. 7 

Ebenen I und II ist dann die Richtung eindeutig bestimmt (9). Für den 
Fall der Projektion Yon Yorn oben gibt Fig. 5 durch den Pfeil FO 
die bestimmte Strahlenrichtung. Zugleich ist durch OF die Ebene III 
senkrecht zur Achse XX' gelegt; sie steht auf / und II senkrecht {22), 
daher sind FOA (= 50^) und FOB (=- 40^) die Neigungswinkel der 
Projektionsrichtung zu I und 11}^) 

Eine weitere theoretische Betrachtung knüpfen wir an die Fig. 2 und 3 a. 
Sieht man yon der optischen Erzeugungsweise der Bilder (Schattenbilder) 
ab^ die dort nur den Zweck der Versinnlichung haben sollte^ so ist es für 
die parallele Schrägprojektion ganz gleichgültige ob die Bildebene II ihren 
festen Stand behält oder parallel mit der Anfangslage verschoben wird. 
So können wir die Bildebene durch die Hinter- oder Vorderfläche des 
Würfels legen oder gar zwischen Würfel und Auge. Sehr häufig legt 
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man sie durch die Mitte des Körpers ^ sodaß ein Teil vor^ der andere 
hinter die Bildebene zu liegen kommt {33). Umgekehrt darf man bei 
feststehender Bildebene und Strahlenrichtung auch dem Gegenstande 
Parallelyer Schiebungen erteilen^ ohne daß sich Größe oder Gestalt des Bildes 
ändert. Offenbar durchstechen hierbei die Projektionsstrahlen insgesamt 
oder teilweise die Bildebene^ ehe sie die einzelnen Punkte des Gegenstandes 
erreichen. Aus diesem Grunde hat man eine derartige Projektion als 
Perspektive*) benannt und spricht man yon schräger Parallelperspektiye. 
In Fig. 1 würde man also eine Zentralperspektiye yor sich haben^ wenn 
das Auge in dem Projektionszentrum und die Bildebene zwischen 
lind dem Körper läge. 

Endlich fassen wir noch das Ergebnis der schrägen Projektion yon 
Strecken in folgenden Sätzen zusammen: 1. Jede Frontalstrecke (parallel 
zur Bildebene) bildet sich in natürlichen Verhältnissen ab. 2. Jede Ortho- 
gonalstrecke (senkrecht zur Bildebene) bildet sich nach Maßgabe der Strahlen- 



*) Lat. perspicere = hindurchsehen. 
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L Abschnitt. Schräge Parallelprojektion. 



richtung (g^ od) in gleicher Verzerrung ab. — Auch hier lassen sicti 
drei Hauptlagen für Strecken erkennen: Frontal-horizontal*)^ frontal- 
vertikal und orthogonal; für die beiden ersten ist das Bild natürlich^ für 
die letzte verzerrt. 

Aufgabe 4. Konstruiere den Schnitt dreier quadratischer 
Blätter^ die aufeinander senkrecht stehen; Q = j^ cd = 30^. 

Wir vereinfachen die Aufgabe^ indem wir den Schnittpunkt der 
drei Ebenen i^ II und III nach der Mitte legen und die Schnittlinien den 
Quadratseiten parallel laufen lassen (Fig. 6). Zugleich soll Ebene II in 
der Bildebene liegen. Die drei Quadrate haben^ wenn wir von oben rechts 
blicken^ die bekannten Hauptlagen. Hier nimmt II die erste Hauptlage 
ein^ / die zweite und III die dritte (^i). Auf diese kurze geometrische 
Analyse gründet sich sofort folgende Konstruktion: Lege // in natür- 
licher Größe fest und ziehe durch die Mitte die Horizontale OX. Lege 
sodann durch den Doppelstrahl YOY' unter 30^ Neigung zu OX und 
schneide hierauf von aus beiderseits j OX bis Y und Y' ab. Die 
Parallelen durch X und X' bezw. i^ und Y' begrenzen dann das Bild des 
Quadrates I Lege endlich durch die Vertikale ZOZ' und markiere 
durch die passenden Parallelen das Bild des Quadrates III In unserer 
Figur sind die drei Blätter als undurchsichtig aufgefaßt. ^^) 

Aufgabe 5. Man soll ein vierblättriges Ebenenbüschel zeich- 
nen^ dessen quadratische Blätter untereinander eine Neigung 
von 45^ haben (Verzerrung wie vorher). 

Wir schließen die Analyse der Auf- 
gabe an Fig. 6 und nehmen die Ebenen I 
und III als zwei der Blätter; als Büschel- 
achse dient daher YO Y'y eine Orthogonal- 
strecke zur Bildebene. Schalten wir nun 
zwischen I und III nach rechts und links 
noch je eine Ebene II und IV unter 45^ 
Neigung ein (Fig. 7)^ so ist es klar^ daß 
die vorderen Ränder in natürlicher Größe 
und Lage auftreten. Die orthogonalen Rän- 
der dagegen müssen YY' parallel laufen. 
Die Konstruktion bedarf hiernach keiner 
weiteren Erläuterung. Nimmt man hier (d = 45^^ so erkennt man sofort^ 
daß die Wahl des Verzerrungswinkels für die Klarheit des Bildes nicht 
gleichgültig ist.^^) 

tJbuilgsailfgalbeii: 1. Konstruiere im Anschluß an Fig. 4 den Würfel 
in folQ:enden drei Ansichten: 




Fi^. 7. 



*) Die frontal-horizontale Lage wird häufig als „brachiale" bezeichnet. 
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§ 2. Schrägbilcler von ebenen Vielecken und geraden Prismen. 



9 



a) Yon unten rechts ; b) Yon unten vorn; c) Yon unten links. 

2. Stelle das Ebenenkreuz aus Fig. 6 in den übrigen fünf Haupt- 
ansicliten dar: 

a) Yon oben Yorn; b) Yon oben links; c) Yon unten rechts; d) Yon 
unten Yorn; e) Yon unten links. 

3. Ein Block (Quader^ reclitY^\ Parallelopiped) soll bei einfacher 
Lage (vergl. Würfel) in den sechs Hauptansichten gezeichnet werden. 

4. Ein Ebenenkreuz^ dessen Blätter Rechtecke sind^, ist in einfachster 
Lage im Schrägbild zu zeichnen. 

5. Ebenenbüschel aus quadratischen Blättern zu zeichnen^ die (Yergl. 
Fig. 6) OX und OZ als Achse haben. 



§ 2. Schrägbilder von ebenen Vielecken und geraden Prismen. 

Die Betrachtung des Quadrates in den drei einfachsten Hauptlagen 
liefert die Hilfsmittel zur Bildkonstruktion bei anderen Lagen und anderen 
Vielecken. 

Aufgalbe 6. Das Schrägbild eines Quadrates in Diagonal- 
stellung ist zu konstruieren; zweite Hauptlage^ ^ = i? ^ = -^^- 





Fig. 9. 



Denkt man sich zunächst das Quadrat in der ersten Hauptlage (Fig. 8) 
und zugleich in der Bildebene^ so erhält man die kongruente Yigur ÄBCD. 
Dreht man diese um die Diagonale Ä C als Achse bis in die zweite Haupt- 
lage ^ so sieht man leicht ein^ daß ÄC unYerändert bleibt und BD als 
Orthogonalstrecke die gegebeneVerzerrung erfährt. Die Konstruktion geschieht 
so: Man zieht durch den Strahl unter 20^ Neigung zu AC und schneidet 
Yon aus beiderseits - der Halbdiagonale ab bis B' und D'. — Verzichtet 
man darauf^ den Winkel in Yoller Schärfe (= 20^) zu erhalten^ so empfiehlt 
sich folgende Konstruktion des Neigungswinkels. Wir beschreiben um 
den Kreis mit OÄ und tragen Yon Ä aus j OA als Sehne ein bis P; 
dann ist OP gegen OA um 19^2^ geneigt. Wir werden diesen Neigungs- 
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I. Abschnitt. Schräge Parallelprojektion. 



winkel in der Folge häufiger anwenden^ besonders da^ wo od = 30^ zu un- 
liebsamen Deckungen und Unklarheiten in den Figuren Anlaß gibt.^^) 

Aufgabe 7. Konstruiere das Schrägbild eines Würfels über 
Eck (im Anschluß an Aufgabe 6). 

Die Bodenfläche AB CD des Würfels (Fig. 9) wird genau so fest- 
gelegt wie in Aufgabe 6. Die anschließenden Seitenkanten ÄE^ BF^ CG 
und DH bilden sich als frontale Parallelstrecken in natürlicher Größe ab^ 
d. h. AE = AB in Fig. 8-, hierdurch ist nun auch die Deckfläche EFGH 
bestimmt. 

Aufgabe 8. Das Schrägbild eines gleichseitigen Dreiecks 
zu zeichnen; zweite Hauptlage (g und co wie oben). 

Das Dreieck ABC (erste Hauptlage) liege mit der Grundlinie wage- 




Fiff. IIa. 
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recht (Fig. 10). Belassen wir nun BC in der Bildebene und drehen die 
Fläche nach hinten um BC als Achse ^ so gelangt die Höhe AD in die 
orthogonale Lage und wird verkürzt^ während BC unverändert bleibt. 
Man hat daher nur durch D den Strahl unter 20 ^ zu ziehen und ~ AD 
abzuschneiden^ um das Bild A' zu erhalten. 

Aufgabe 9. Das Schrägbild eines regelmäßigen Sechsecks 
in zweiter Hauptlage zu zeichnen (q und cd wie vorher). 

Unter der Voraussetzung^ daß zugleich eine Diagonale orthogonal zur 
Bildebene sei (Fig. 11 a)^ denkt man sich zuerst wieder die Figur in der 
ersten Hauptlage (1^ 2^ 3 ... 6) und dreht dann um die Mittellinie POQ, 
die in der Bildebene liegen möge^ bis die zweite Hauptlage erreicht ist. 
Die Strecken 14^ 23 und 56 erscheinen dann in der gegebenen Verkürzung. 
— Wenn dagegen^ wie in Fig. 11 b^ eine Diagonale brachial zu 
der Bildebene liegen soll^ dann benutzt man jene als Achse (36) und findet^ 
daß nun die Strecken 15 und 24 lotrecht zur Bildebene stehen. Die Ver- 
kürzung dieser Strecken ist bestimmt; da sich nun ihre Schnittpunkte P 
und Q mit 36 in natürlicher Lage abbilden^ so ergibt sich hier folgende 
Konstruktion: Man zeichnet zuerst die Hilfsfigur (1^ 2^ 3 . . . 6)^, 
zieht hierin 36^ 15 und 24 bis zum gegenseitigen Schnitte in P und Q. 
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§ 2. Schrägbilder von ebenen Vielecken und geraden Prismen. 



11 



Dann legt man durch. P und Q die Strahlen unter dem Neigungswinkel 
20^ zu 36 und schneidet beiderseits j Po bezw. Q4: ab. 

Aufgabe 10, Konstruiere das Schrägbild einer regelmäßigen 
sechsseitigen Tafel (Ji = 5 mm) in zweiter und dritter Hauptlage. 

Im Anschluß an Fig. IIa ersieht man für die zweite Hauptlage^, daß 
sich die Deckiläche der Tafel durch einfache Parallelyer Schiebung der Boden- 
fläche in vertikaler Richtung ergibt. Entnimmt man daher der Fig. IIa 
das Bild (1' 2' 3' ... 6')^ so erhält man das Gesamtbild wie in Fig. 12a. 
— Für den Fall der dritten Hauptlage Fig. 12 b hat man zuerst aus 
Fig. IIa durch Drehung um 14 die betreffende Lage des Sechsecks zu 
konstruieren. Die Strecken 35 und 26 erscheinen dann unter 20^ gegen 
die Horizontale geneigt; ihre Schnittpunkte mit 14 bilden sich in natür- 
licher Lage ab^ ähnlich wie in Fig. IIb. Die zweite Fläche der Tafel 
erhält man durch Parallelverschiebung (hier um 5 mm). 




Nach den gegebenen Beispielen hat es keine Schwierigkeiten mehr^ 
reguläre Vielecke in schräger Parallelperspektive für die drei Hauptlagen 
zu zeichnen. Selbst die Darstellung allgemeiner Vielecke ist eine einfache 
Arbeit^ wenn man eine Seite oder eine Diagonale in parallele oder lot- 
rechte Lage zur Bildebene bringt und im übrigen in den drei Haupt- 
lagen verbleibt. 

Aufgabe 11. Ein allgemeines Vieleck (Siebeneck) ist ge- 
geben; man soll es in einer bestimmten Hauptlage als Schrägbild 
darstellen (^ = f; cd = 30^). 

Das Siebeneck (1^ 2^ 3^ ... 7) werde zuerst in die Bildebene gelegt 
lind so gedreht^ daß eine der Diagonalen (etwa 15) wagerecht liegt (Fig. 13). 
Aus dieser Lage werde es durch Drehung um 15 in die zweite Hauptlage 
gebracht. Die Strecken auf der Diagonale (Abszissen) bilden sich dann 
ohne Verzerrung ab. Die Lote (Ordinaten) von den Eckpunkten nach der 
Diagonale erhalten die Verkürzung auf jM) 

XJbiingsaufgalbeil.*) 1. Konstruiere das Quadrat (Fig. 8) in der 
dritten Hauptlage und benutze die Drehung von AB CD um BD. 

*) Für q = l und co = 20^. 
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12 I. Abschnitt. Schräge Parallelprojektion. 

2. Zeichne den Würfel über Eck (Fig. 9) in yerschieclenen Ansichten 
mit denselben Verzerrungszahlen. 

3. Grerade quadratische Säulen (Quader)^ deren Höhe doppelt so groß 
als die Grundkante ist^ sind zu zeichnen und zwar 

a) vertikal stehend; 

b) horizontal liegend^ parallel der Bildebene (mit brachialer Kante); 

c) horizontal liegend, lotrecht zur Bildebene (mit orthog. Kante). 

4. Das Schrägbild eines gleichseitigen Dreiecks (Fig. 10) in der dritten 
Hauptlage unter Benutzung Yon ÄD als Drehungsachse zu zeichnen. 

5. Stelle das Dreieck yon Nr. 4 mit der Spitze nach unten und 
konstruiere das Schrägbild in der zweiten und dritten Hauptlage. 

6. Konstruiere ein gerades^ reguläres^ dreiseitiges Prisma^ dessen 
Höhe gleich der halben Grrundkante ist^ in den Lagen der/Übungsaufgabe 3. 

7. Ein regelmäßiges Fünfeck ist in den drei Hauptlagen zu zeichnen. 

8. Zeichne ein regelmäßiges^, fünfseitiges Prisma (Säule oder Tafel) 
in der zweiten und dritten Hauptlage. 

9. Konstruiere regelmäßige^ sechsseitige Prismen im Anschluß an 
Fig. IIb. 

10. Ein Siebeneck (Fig. 13) in dritter Hauptlage zu zeichnen und ein 
Prisma darüber zu errichten. 



§ 3. Schrägbilder des Kreises und geraden Zylinders. 

Wir betrachten auch den Kreis yornehmlich in den drei Hauptlagen. 
In der ersten erscheint er natürlich wiederum als Kreis. Wie bei den 
Vielecken wollen wir diese Lage als Ausgangslage betrachten^ yon der wir 
die beiden anderen durch Drehung ableiten. 

Aufgabe 12, Das Schrägbild eines Kreises soll in der zweiten 
Hauptlage entworfen werden (g_=j^ cd = 45^). 

In Fig. 14 sei der Mittelpunkt des Kreises in der ersten Hauptlage, 
ÄJB sei der horizontale Durchmesser, CD der yertikale. Durch Drehung 
um AB gelangt der Kreis in die zweite Hauptlage. Hierdurch bleiben 
sämtliche Punkte yon ^^ in ihrer natürlichen Lage, während diejenigen 
yon CD perspektiyisch yerschoben werden. Die Halb sehne OD wird auf 
j yerkürzt und erhält eine Neigung yon 45^. Dasselbe aber gilt für die 
parallelen Halbsehnen durch die Punkte P, (), J? (hier Viertelspunkte 
yon OB). Somit ist der Quadrant B'D' festgelegt, und ganz ent- 
sprechend werden die übrigen Kreis quadranten bestimmt. Man ersieht leicht, 
daß die Parallelsehnen eines Quadranten den anderen Quadranten dienen 
können. 

Die Konstruktion yerläuft so: Ziehe in den horizontalen Durch- 
messer ÄB^ teile OB in eine beliebige Anzahl gleicher Teile (hier 4) und 
errichte in den Teilpunkten 0, P, §, R usf die senkrechten Halbsehnen. 
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Lege dann durch dieselben Punkte Strahlen unter 45^ zu Oi^ und schneide 
auf ihnen beiderseits die Hälften der Halb sehnen ab bis D\ 1\ 2\ 3' usf. 
Zieht man dann durch diese letzten Punkte Parallelen zu ÄJB und CD' 
(in der Figur nur für 3' ausgeführt)*)^ so erhält man 14 Bildpunkte des 
Kreises. Man bemerkt^ daß er nur punktweise konstruiert werden kann^ 
indem man durch die scharf markierten Punkte eine stetig gekrümmte 
Linie freihändig legt. Bemerkenswert ist das Übergreifen des Bildes über 
den Hilfskreis bei ^ und B^ und es empfiehlt sich^ zur scharfen Bestim- 
mung dieser sog. ^^HenkeF zwischen 3' und B^ sowie bei Ä noch eine Halb- 
sehne einzuschalten.^^) Eine derart verzerrte Kreisfigur nennen 
wir Ellipse.**) 

Aufgabe 13. Das Schrägbild eines Kreises soll in der dritten 
Hauptlage entworfen werden (Verzerrungszahlen wie vorher). 




C 
(a) 




iB 



Fiö-. 14. 



Der Hilfskreis (Fig. 14b) hat dieselbe Bedeutung wie in voriger 
Aufgabe. Eine Drehung um CD bringt ihn in die dritte Hauptlage. Die 
Halbsehnen OB^ N6^ Mb und X4 geraten dabei in die orthogonale Lage^ 
erhalten die Verkürzung auf | und die Neigung von 45 ^, während CD un- 
verändert bleibt. Die Betrachtung des Quadranten BÖD reicht aus zur 
Konstruktion des vollen Bildes^ wie für Punkt 4' als Beispiel angedeutet ist. 
Die ^^HenkeF bei C und D sind besonders zu beachten und nötigenfalls 
durch Einschaltung einer Halbsehne zwischen D und L zu verschärfen. 
Die Kongruenz dieser Bildfigur mit derjenigen aus Fig. 14a ist leicht 
nachweisbar. Gilt das für jedes cd?^^'"^^) 



*) Daß 3' zugleich auf den Hilfskreis zu liegen kommt, liegt in den zu- 
fälligen Verhältnissen der Aufgabe. 

**) Ihre näheren Eigenschaften werden weiter unten S. 14 u. folg. untersucht. 
***) Vergl. Schluß der Anm. 15. 
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14 I. Abschnitt. Schräge Parallelprojektion. 

ilufgabe 14. Konstruiere das Schrägbild eines Kreises^ der 
in einem Tangentenquadrat liegt (^ == y; cd = 30^). 

Durch. Dreliung der Hilf sfigur ^ J5 CD Fig. 15 mit dem Innenkreise in 
die zweite Hauptlage erhält man als Bild für das Quadrat das bekannte 
Parallelogramm und für den Kreis eine Ellipse mit dem gegebenenVerzerrungs- 
Yerhältnis. Da die Quadratseiten in der ersten Hauptlage Tangenten an 
den Kreis sind^ so folgt ^ daß auch in der Projektion die Parallelo- 
grammseiten Tangenten an die Ellipse bleiben mit Ausnahme des einen 
Falles^ wo Quadrat- und Kreisebene in der Richtung der Projektions- 
strahlen liegen. Dann nämlich, haben Parallelogrammseite und Ellipse 
nicht bloß einen Punkt gemein^ sondern fallen zusammen. Die Punkte 
E'^ F\ G und H sind somit als Berührungspunkte der Ellipse mit dem 
Tangentenparallelogramm aufzufassen^ ein Umstand^ der die Zeichnung 
wesentlich, erleichtert-, man pflegt daher bei der Ausführung der Auf- 
gaben 12 und 13 stets an den äußersten Punkten rechts und links^ Yorn und 
hinten bezw. oben und unten Parallelen zu den Sehnen zu ziehen^ um durch 
inniges Anschmiegen den Linienzug fehlerlos zu erhalten. — Das erörterte 
Verfahren läßt sicli noch erweitern^ wenn man den Innenkreis achtelt 
(z. B. in P) und in den Achtelpunkten Tangenten zieht. Dadurch ent- 
stellt ein Tangentenacliteck^ dessen Bild sich, ebenfalls als Tangentenacht- 
eck der Ellipse auffassen und in der zweiten Hauptlage unschwer fest- 
legen läßt. Das Lot Fi^ Yon P auf OH wird dadurch auf y Yerkürzt 
und bis 30^ geneigt^ sodaß P' bestimmt ist. Durch P' aber sind auch 
die Berührungspunkte in den übrigen drei Quadranten bestimmt. Wir 
bekommen somit 8 Tangenten mit 8 Berührungspunkten und gewinnen 
so eine ^^Linienmanier^^^ die zum sicheren Zeichnen besser dient als die 
reine Punktmanier. 

Denken wir den Kreis Ofest^ das Quadrat aber in der Kreisebene beweglidi 
so erhalten wir zu jeder neuen Stellung des Tangentenquadrates als Bild ein 
neues Tangentenparallelogramm an dieselbe Ellipse. Auf Grund der Kon- 
struktion läuft jedes parallele Seitenpaar einem Ellipsendurchmesser parallel^ 
mit anderen Worten^ die Mittellinien des Parallelogramms sind Ellipsendurch- 
messer. Hieraus folgt^ daß umgekehrt durch einen beliebigen EUipsen- 
durclimesser als Mittellinie ein Tangentenparallelogramm bestimmt ist^ dessen 
zweite Mittellinie durch die Berührungspunkte geht^ also ebenfalls Durch- 
messer ist. Alle Ellipsensehnen ^ welche einem bestimmten Durchmesser 
parallel laufen^ werden durch den zweiten Durchmesser (Mittellinie) hal- 
biert und umgekehrt. Ein derartiges Parallelogramm heißt auch das der 
Ellipse konjugierte Parallelogramm und die zugehörigen Ellipsen- 
durchmesser (Mittellinien) heißen konjugierte Durchmesser. Auf 
diese Sätze gründet sich die Lösung der plani metrischen Aufgabe: In 
einem gegebenen Punkte einer Ellipse die Tangente zu kon- 
struieren (benutze die Parallelsehne). ^^) 
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Das Parallelogramm A B' C B' (Fig. 15) nimmt bei der soeben an- 
genommenen Drehung des Quadrates alle mögliclien Gestalten an. Der 
Winkel bei ^' (Fig. 15) geht dabei aus einem spitzen in einen stumpfen 
über (Fig. 16) und muß bei der Stetigkeit der Umwandlung in einer 
bestimmten Stellung zu 90^ werden^ d. h. das Parallelogramm geht in ein 
Rechteck über. In diesem Falle stehen auch die konjugierten Durch- 
messer aufeinander senkrecht und werden dann Achsen der Ellipse ge- 




nannt. Die Ellipse zerfällt durch sie in yier Quadranten^ die zu den 
Achsen symmetrisch liegen und kongruent sind. Auf Grund dieser Sätze 
gelingt es^ Mittelpunkt und Achsen einer beliebigen Bildellipse zu finden. 

Aufgalbe 15. Gegeben ist eine Ellipse als Schrägbild eines 
Kreises in zweiter Hauptlage; man soll dasjenige Bild des Tan- 
gentenquadrates konstruieren^ das als Rechteck auftritt. 

Die Analyse stützt sich auf die obigen Sätze. Von der Ellipse (Fig. 17) 
sei nur die Linie selbst (ohne Mittelpunkt) gegeben.*) Um den Mittel- 
punkt festzulegen^ ziehe man zwei beliebige Parallelsehnen BM und BSy 
halbiere sie und lege durch die Mitte den konjugierten Durchmesser UYy 
dessen Mitte der Mittelpunkt der Ellipse ist. Auf Grund der Symmetrie 
beschreibt man um einen sonst beliebigen Kreis^ der die Ellipse in den 
yier Punkten P^^ B^^ B^, P4 schneidet^ die ein rechteckiges Sehnenyiereck 
liefern. Die Mittellinien OX und OY sind dann die Achsen der Ellipse. 
Durch die Berührungspunkte X und Y können nun die Tangenten gezogen 
werden, welche das gesuchte Rechteck liefern. — Aus der Lage der Ellipse 



*) Die Pfeile HB geben die Horizontale an. 
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16 I. Abschnitt. Schräge Parallelprojektion. 

zur Horizontalen läßt sich ermitteln^ daß die Ellipse unter Annahme Yon 
g = ~ und CO = 45^ entstanden war. 

Aufgabe 16. Gregeben ist ein Parallelogramm als Schräg- 
bild zweiter Lage eines Quadrates^ man soll die konjugierte 
Ellipse zeichnen. 

Gregeben sei nach Fig. 15 das Parallelogramm Ä'B'C'D'. Die Lö- 
sung: ist die Umkehruno^ der Aufeabe 14. Man benutze also den Kreis 





H 


A~ — 


^ — *^ 

Fig. 17. 


H ^ 









um über der Mittellinie GH als Durchmesser und entnehme durch 
Vergleich (Messung) von OF mit OF' das Verkürzungsverhältnis q. Auf 
Grund dieser Zahl ergibt sich dann die gesuchte Ellipse als Schrägbild 
des Innenkreises. 

Aufgabe 17. Das Schrägbild eines Kreises in der zweiten 
Hauptlage soll in der Ansicht yon Yorn oben gezeichnet werden 
(g = I, 03 = 900). 

Da hier co = 90^ ist und die Projektions strahlen yon yorn oben ein- 
fallen^ so ändert sich für q = j die Fig. 14 a nur insofern ab^ als die Nei- 
gung der Strahlen ÖI)\ PV^ Q2\ BS' yon 30^ auf 90^ erhöht Averden 
muß (Fig. 18 a). Auch hier genügt es^ wenn die Konstruktion für einen 
Quadranten ausgeführt Avird^ Avie für Punkt 3 genauer ausgeführt ist. — 
Ein Schrägbild^ das der Fig. 14b entsprechen soll, wird für ca = 90^ bloß 
die Strecke CD ergeben. — Die Betrachtungen^ die im Anschluß an 
Fig. 15 und 16 angestellt AYorden sind (Aufgabe 14)^ wiederholen sich 
hier und entwickeln sich zu einem Grenzfall. Da das konjugierte Parallelo- 
gramm durch Ä^ B^ C und D' (Fig. 18) ein Rechteck ist^ so ergibt 
sich^ daß AB und CD' hier die Achsen der Ellipse sind. Das Achsen- 
yerhältnis dieser Ellipse ist also = j. 

In Fig. 18 b ist dieselbe Aufgabe für q = j gelöst. Hier fallen die 
Projektionsstrahlen steiler yon oben als gewöhnlich; eine Verzerrungszahl 
yon ^ > 1 entspricht so Avenig der üblichen Betrachtungsart der Körper^ daß 
Avir bisher immer nur echte Brüche gCAyählt haben. Die Bildkonstruktion 
ist aber buchstäblich dieselbe wie yorher^ statt der Verkürzung tritt 
nur eine Verlängerung der Lotstrecken ein. Natürlich erhält man fürg> 1 
bei seitlicher Ansicht ebenfalls eine Verzerrungsfigur des Kreises^ die yon 
yorn nach hinten die öTÖßere Ausdehnuno- hat. Auch diese Fig;ur wird 
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Ellipse genannt^ und für sie gelten dieselben Sätze^ die oben 
für die konjugierten Durchmesser und das konjugierte Parallelo- 
gramm abgeleitet worden sind.^^) Das Achsenverhältnis der Ellipse 
ist in diesem Falle = g. 

Aufgabe 18. Ein gerader Zylinder ist in schräger Parallel- 
perspektive zu zeichnen (^ = |-; = 45^ bezw. 90^). 

Wir wollen das Bild in zwei Ansichten entwerfen^ Yon oben rechts 
(Fig. 19 a) und oben yorn (Fig. 19 b) und wählen die einfachste Stellung^ 
indem wir die Bodenfläche wagerecht und die Zylinderachse in die Bild- 




(a) 




Fio 



ebene legen. Für die seitliche Ansicht (Fig. 19a) kann man sofort 
Fig. 14 Aufgabe 12 benutzen und die Bodenfläche AB CD konstruieren. 
Durch Parallelyer Schiebung um die Höhe (hier = AB) erhält man dann 
sofort die Deckfläche. Heryorgehoben sind noch in der Figur die beiden 
Achsenschnitte in den Hauptlagen ^^J.'^' und CDG'D\ Der erste zeigt 
uns^ daß die Seitenlinien AA' und BB' durchaus nicht die Randlinien (Kon- 
turen) rechts und links bilden^, daß vielmehr durch das Vorhandensein der 
^^HenkeF bei P und Q die Randlinien (Tangenten) PP' und QQ' den 
Körper für das Auge begrenzen. — Bei der Ansicht yon yorn oben (Fig. 19 b) 
benutzt man Fig. 18 a und erhält ohne Mühe ein Zylinderbild^ an dem man 
den Nachteil der Vorderansicht erkennt. Zwar fällt das Übergreifen bei 
A und B wegy dagegen ist der Einblick in den wichtigen Achsenschnitt 
CD CD' wesentlich erschwert. Je nach den besonderen Zwecken^ denen 
ein Zylinderbild dienen soU^ benutzt man bald die eine bald die andere 
Ansicht. ^^) 

Müller u. Pres 1er, Projektionslehre. A. 2 
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Aufgabe 19, Ein Ebenenkreuz aus Kreisblättern soll ge- 
zeichnet werden {q =^ j^ co = 30^). 

Die Lösung schließt sich an Fig. 6 Aufgabe 4 an. Es handelt sicli 
nur darum, drei Kreise I^ II und III in den drei Hauptlagen zu kon- 
struieren. Wählt man außerdem die Stellung so^ daß Kreis II in der Bild- 
ebene liegt (Fig. 20)^ so hat die Aufgabe nach dem Vorhergehenden keine 
Schwierigkeiten. Man erkennt^ daß die Kreise drei aufeinander senk- 
recht stehende Großkreise einer Kugel darstellen können mit den Durcli- 
messern XX' = YY' = ZZ\ Ferner ist klar^ daß die hier auftretenden 
Ellipsen zu den Parallelogrammen der Fig. 6 konjugiert sind. 

Aufgabe 20. Man soll ein yierblättriges Ebenenbüschel aus 
Kreisblättern so konstruieren^ daß der Neigungswinkel zw^ischen 
den benachbarten Ebenen 45^ beiträgt {q = \j co = 30^). 




Fio'. 19. 




Die Aufgabe ist das Gegenstück zu Fig. 7 Aufgabe 5. Wählt man 
die Stellung so^ daß die Büschelachse orthogonal zur Bildebene stellt^ dann 
ist (Fig. 21) die Konstruktion der Bilder yon I und III dieselbe wie in 
Yorio-er Aufo-abe. Nur die Bilder von II und IV bieten etwas Neues. 
Diese Kreisebenen stehen ebenfalls auf der Bildebene senkrecht^ daher ist 
auch ihr Durchmesser YY' orthogonal {21) j sowie sämtliche Sehnen in II 
und IV^ die nämlich. YY' parallel sind (7). Diese Sehnen laufen daher 
auch im Bilde parallel YY' und sind auf |- zu yerkürzen. In der Figur 
ist die Sehne QQ' beispielsweise so gezeichnet. Es liegt außerdem nahe^ die 
Ellipsen II und IV als konjugierte Ellipsen zu den Parallelogrammen II 
und IV aus Fig. 7 aufzufassen. Endlich ist zu bemerken^ daß sämtliche 
Kreise als Meridiane einer Kugel betrachtet werden können^ deren Pole Y 
und Y' sind. 

Die Konstruktion von Ebenenbüscheln aus Quadraten (Aufg. 5) für Yals 
Achse erleichtert sich nach dieser Betrachtung des Kreises nicht unwesentlich^ 
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wenn man bedenkt^ daß die Punkte 1^ 2^ 3^ 4 usf. (Fig. 7) auf einem 
Kreise der ersten Hauptlage liegen. — Nimmt man OZ als Aclise^ so 
liegen die Quadrateckpunkte oben auf einem Kreise zweiter Hauptlage; 
für OX als Achse hat man als Ort für die Eckpunkte rechts einen Kreis 
dritter Hauptlage. 





Fi^. 21. 



tllblingsailfgabeil. 1. Konstruiere Schrägbilder des Kreises für 

q = \ und CD = 30^ in verschiedenen Lagen und Ansichten. (Markiere 
hierbei einige UhrzifPerblätter.) 

2. Zeichne das Schrägbild eines Würfels mit Kreisen^ die den Flächen 
aufgelegt sind (Spielwürfel ) ^ and verteile die Augen auf den sichtbaren 
Flächen in den richtigen Abständen. 

3. Das Schrägbild eines Kreises mit Tangentenquadrat und Tangenten- 
achteck ist in dritter Hauptlage zu zeichnen (im Anschluß an Fig. 15). 

4. Man soll das Tangentenquadrat (Fig. 15) in der Diagonalstellung 
und in einer mittleren Stellung für die verschiedenen Hauptlagen kon- 
struieren. 

5. An eine beliebige Projektionsellipse soll das zu einem gegebenen 
Punkte gehörige Tangentenparallelogramm (konjug. Parallelogramm) ge- 
'zogen werden. 

6. Gegeben ist ein Parallelogramm als Bild eines Quadrates in dritter 
Hauptlage; man soll die konjugierte Ellipse zeichnen (das Bild des ein- 
beschriebenen Kreises). 

7. Das Schrägbild eines Kreises in Vorderansicht (ca = 90^) ist für 
g = -|^ |- und y zu konstruieren. 

8. Das Schrägbild einer Walze (eines liegenden Zylinders) soll in 
verschiedenen Ansichten entworfen werden^ ebenso das einer Kreisscheibo 
(einer zylindrischen Platte). 
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9. Ein Ebenenkreuz aus Kreisen ist in anderen Ansichten als Fig. 20 
zu zeichnen. 

10. Ebenenbüschel aus Kreisblättern sind für OX und OZ als Achse 
zu konstruieren (Fig. 21). 

11. Die Yorige Aufgabe in yerschiedenen Ansichten und Verzerrungen. 

12. Zeichne das Bild eines Kreises^ der schief liegt wie Kreis IV in 
Fig. 21^ doch so^ daß OY ^uf OP auch senkrecht erscheint. 

13. Man soll einen Kreisring in yerschiedenen Lagen und Ansichten 
zeichnen. 

§ 4. Schrägbilder verschiedener Körperformen. 

In den §§ 1^ 2 und 3 ist bereits die Konstruktion von Würfeln^ ge- 
raden Prismen und Zylindern in einfachen Lagen abgehandelt worden. 
Wir wenden uns nun zu schwierigeren Lagen und Körperformen. Die 
regulären Polyeder yerdienen hier besonderes Interesse. 





Aufgabe 20. Ein reguläres Oktaeder ist im Schrägbild zu 
zeichnen (q = j^ co = 20^). 

Dem Oktaeder werde zunächst eine solche Lage gegeben^ daß die Haupt- 
achse PP' (Fig. 22a) in der Bildebene liege und daß eine Randkante (AB) 
der letzteren parallel laufe. Der Mittelschnitt PXP'X' liegt dann voll- 
st ändig in der Bildebene und erscheint in natürlichen Verhältnissen. Für 
die Punkte Ä und B^ D und C^ Y und Y' hat man dann als geometrische 
Orter die Strahlen durch 0^ X und X' unter der gegebenen Neigung zur 
Horizontalen (hier 20^); sie sind vollends bestimmt durch die gegebene 
Verkürzung (hier j). Diese Analyse ergibt folgende 

Konstruktion: Man lege zunächst (bei gegebener Kante) die 
Mittellinie XOX' fest und errichte in das Lot auf XX\ Dann kon- 
struiere man (Nebenkonstruktion) die Länge der Halbachse OP als 
Kathete eines gleichschenkelig- rechtwinkeligen Dreiecks mit der Hypote- 
nuse AB (vergi. Dreieck OAB) und schneide diese Länge von aus ab 
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bis P und P\ Schließlich ziehe man durch X und X' die Neigungs- 
strahlen und schneide darauf beiderseits \ der Halbkante ab. 

Geben wir dem Oktaeder eine solche Lage^ daß ein Achsenschnitt 
PP'BD (Fig. 22b) in der Bildebene liegt^ so ist die Konstruktion überaus 
einfach^ wenn die Achsenlänge gegeben ist. Denn dieser Achsenschnitt^ 
ein Rhombus, läßt sich sofort festlegen , und für ÄC, der zur Bildebene 
senkrechten Achse, hat man den Neigungs strahl unter 20^. Ist dagegen 
die Kante gegeben, so hat man wie vorher erst durch Nebenkonstruktion 
die Achsenlänge zu bestimmen. 

Aufgabe 21. Ein horizontal aufliegendes Oktaeder ist zu 
zeichnen {q = ^, 03 = 20^). 

Wir denken uns den Körper aus der Lage Fig. 22 a so umgelegt, daß 
die Fläche BCP' horizontal und die Kante BP' in der Bildebene liegt. 





C D 




Fio«. 2v5. 



Fio-. 24. 



Als Deckfläche ist dann J. DP zu betrachten. Die Bodenfläche ist (bei ge- 
gebener Kante, sonst vorher Nebenkonstruktion) nach Fig. 10 Aufg. 8 leicht 
festzulegen. Die Deckfläche befindet sich in der sog. Gegenstellung, ihre 
Höhe AQ ist parallel CQ' und ihr Mittelpunkt (Schwerpunkt) senkrecht über 
dem Mittelpunkt S\ Da SS' parallel der Bildebene liegt, so wäre nur noch 
deren Länge zu bestimmen. Nun liegen J.^ und CQ' in einem Mittelschnitte, 
einem Rhombus, der wie die Figur PXP'X' zu Fig. 22 a leicht für sich 
(Nebenkonstruktion) bestimmt werden kann, also auch seine Höhe, die 
gleich SS' sein muß. Hieraus ergibt sich folgende 

Konstruktion: Lege BCP' (wie in Fig. 10) fest, halbiere P'P 
in Q' und ziehe CQ'. Drittele Q'C in S' und errichte hier die Verti- 
kale. Als Nebenkonstruktion zeichne den Rhombus ÄQCQ'^ dessen 
Diagonalen gleich der Oktaederkante bezw. der Achse sind, und ziehe 
darin die Höhe. Diese schneide man von S' ab bis Ä, ziehe durch S die 
Parallele zu CQ' und mache SQ = S'Q' und SÄ = S'C. Zieht man end- 
lich durch Q die Parallele zu BP' und schneidet man beiderseits QP =^ 
QJ) = Q'B ab, so sind alle Eckpunkte des Oktaeders bestimmt. 

Aufgabe 22. Das Schrägbild eines regulären Tetraeders soll 
konstruiert werden (^ = |^ ; co = 20^). 

Das Tetraeder stehe mit der Fläche ABC (Fig. 24) auf einer Hori- 
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zontalebene derart^ daß BC parallel der Bildebene liegt^ also wie in Fig. 10^ 
Aufgabe 8. Es handelt sich nun noch darum ^ die Spitze P festzulegen. 
Hierzu benutzt man die Höhe PS^ deren Fußpunkt S in der Höhe des 
Bodendreiecks so liegt^ daß DS = ~DA. Hierdurch ist ä festgelegt. Die 
Höhe SF bildet sich in natürlicher Länge ab^ die noch zu finden ist. 
In dem Dreieck PDS sind aber DP und PÄ bekannt^ weshalb in Neben- 
konstruktion (siehe Nebenfigur) FS bestimmt werden kann. 

Aufgabe 23. Das Schrägbild eines Würfels in allgemeiner 
Lage zu konstruieren (|-^ 45^)*). 

In den Fig. 4 (Aufgabe 1^ 2 imd 3) und Fig. 9 sind bereits die ein- 
fachsten Lagen des Würfels entworfen. Jetzt wollen wir dem Würfel der 

Fig. 4 eine Drehung um JBH er- 
teilen^ sodaß die Fläche BCFH 
eine Neigung von 30^ zur Hori- 
zontalen (Pfeillinie) hat. Die 
Vorderfläche behält dann auch 
in der neuen Lage ihre natür- 
lichen Verhältnisse. Auch die 
Kanten ^(?, BH, CF und DP 
behalten die gegebene Verkür- 
zung auf |- und die Neigung 
von 45^. Man zieht daher durch 
B den Strahl unter 45^ zur 
Horizontalen und schneidet hier- 
auf y der Kante ab; die übrigen 
Kanten laufen BH parallel. Man 
sieht^ daß der Verzerrungswinkel 
der Fig. 4 (30^) hier starke Deckungen (wie in Fig. 4b) geliefert hätte^ 
daher hier die Wahl von 45^ für 03. 

Aufgabe 24, Das Schrägbild eines Würfels in Diagonal-Lage 
zu zeichnen {~ ^ 30^). 

Die Stellung sei so^ daß der Diagonalschnitt ABFF (Fig. 26) in die 
Bildebene gedreht und die Diagonale BF vertikal gestellt werde. Der Dia- 
gonalschnitt ist bestimmt aus den Würfelkanten ABj FF und den 
Flächendiagonalen AE, BF-^ dadurch ist (in Nebenkonstruktion) auch 
die Körperdiagonale BF bestimmt. Geht man daher von der Horizontalen 
(Pfeillinie) aus und errichtet man in einem beliebigen Punkte B eine 
Vertikale = BF^ so läßt sich hieran das Rechteck ABFF legen. Durch 
die Mitte P von BF läuft nun eine zur Bildebene lotrechte HC^ die 
unter 30^ zur Horizontalen zu zeichnen ist. Auf dieser schneidet man 




Fig. 25. 



*) Von hier ab werden die Verzerrungszahlen für jede Aufgabe und Figur 



in dieser kurzen Form ano-ecreben. 
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dann ~ der Flächendiagonale ab. Alle übrigen Kanten laufen den bereits 
festgelegten parallel. Sorgfältig ist auf die sichtbaren Flächen zu achten^ 
da man anfangs zweifelhaft sein kann^ ob Fläche jB (7 jPi? oder Fläche 
AI) EG vorn liegt. 

Die Betrachtung der übrigen regulären Polyeder (Dodekaeder und 
Ikosaeder) wird zunächst übergangen^ da sie später bei Krystallzeich- 
nungen berührt wird.^^) 

Aufgabe 25. Ein regulärer^ schiefer Pyramidenstumpf ist 
zu zeichnen {\ ^ 30^). 

Die VoUpyramide^ zu welcher der Stumpf gehört^ sei sechsseitig und ihre 
Höhe gleich dem großen Durchmesser der Grundfläche (Fig. 27). Die 

E 





Fig. 26. 

Achse der Pyramide sei um 45^ gegen die Grundfläche geneigt und liege 
in einer Vertikalebene über einem großen Durchmesser. Der Abstumpfungs- 
schnitt endlich befinde sich in halber Höhe. Die Grundfläche ist bestimmt 
etwa nach Art der Fig. IIb Aufg. 9. Die Achse OF erscheint in natürlicher 
Größe und Lage. Wenn die Höhe halbiert ist^ werden auch die Kanten 
halbiert (34). Die Deckfläche A' B' C .. ist also durch die Halbierungs- 
punkte der Seitenkanten bestimmt. Wird die Höhe in einem anderen 
Verhältnisse geschnitten^ so geschieht dies auch mit den Seitenkanten. 
Man geht dann gewöhnlich yon einem beliebigen Punkte Ä aus und be- 
stimmt die anderen durch Parallelen zu den Grundkanten. 

Aufgabe 26. Ein Obelisk mit aufgesetzter Pyramide im 
Schrägbild zu konstruieren {\ , 45^).*) 



•^■) Wenn es nicht anders gesagt wird, soll von jetzt ab die Bildebene 
durch die Mitte des Körpers gelegt sein. 
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Die Bodenfläclie sei rechteckig und BC = f -^-B^ die Höhe des VoU- 
Obehsken =- ?> AB (Fig. 28). Die Spitze P der Pyramide endige in 
der Schneide QFi des Obelisken. Die Bodenfläche ABCD ist in der 
gewählten einfachen Lage leicht bestimmbar. P liegt senkrecht über der 
Mitte der Grundfläche in natürlicher Höhe; auch die Schneide QB ist 

Yorläufig in wahrer Größe einzutragen. 
Wenn nun der Obelisk in | der Höhe 
abgestumpft sein soU^ so hat man dem- 
entsprechend 0' festzulegen. Die Paral- 
lele O'A' zu OA bestimmt A' . Die übri- 
gen Punkte B'^ C'^ D' werden ebenso 
durch Parallelen festgelegt. 



..^^ 



':Ä*v''.# 




Die Konstruktion krummflächig be- 
grenzter Körper ist im vorigen § bereits 
an geraden zylindrischen Formen er- 
örtert worden. Hier folgen zur Ver- 
vollständigung einige weitere Beispiele. 
Aufgabe 27. Das Schrägbild 
eines geraden zylindrischen Ringes 
mit quadratischem Querschnitt ist 
zu zeichnen (|-^ 45^). 

In Fig. 29 seien OA und OB die 
Halbmesser der beiden Zylinder^ die den 
Ring bilden sollen. Die Höhe AA' =^ 
BB' ist hier gleich AB. Die Innen- 
ellipse ABCB wird ganz so wie in 
Fig. 14 a festgelegt. Die Außenellipse 
B QB erfordert eine ähnliche Konstruk- 
tion^ nur ist dabei zu beachten^ daß die 
Abstände zwischen beiden Ellipsen durch- 
aus nicht gleich erscheinen^ wenn auch 
die Abstände zwischen den Original- 
'kreisen dieselben sind. ^^) Man sieht so- 
fort, daß BA > QB, CK > B' Q\ 
Ebenso ist auf das Übergreifen bei B{A) 

und B{C) genau zu achten. Die Ellipsen der Decküäche, A'B'C'D' und 

B'Q'B' sind lediglich als Parallelyerschiebung aus der Bodenlage heraus 

zu betrachten. 

Die Betrachtung schiefer Zylinder hat keine weitere Schwierigkeit^ 

man hat nur darauf zu sehen, daß sich die Randlinien deutlich von den 

Querschnittslinien abheben. 



Fi^. 28. 
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Ein gerader Kegel ist in schräger Parallel- 



Aufgabe 28. 

Perspektive zu zeichnen (c/ = ^ , co = 45^ bezw. 90^). 

Auch hier soll die Aufgabe (wie in § 3 Aufgabe 18) in zwei Ansichten 
konstruiert werden^ von oben rechts (Fig. 30a) und oben vorn (Fig. 30b). 




Fiö-. 29. 



Die Grundfläche AB CD wird genau so wie in jener Aufgabe festgelegt. 
Die Höhe OS erscheint in natürlicher Größe und Lage. Man erkennt^ daß 
in beiden Fällen die Seitenlinien des Achsenschnittes SAB nicht die 
Randlinien bilden können. Durch genaues Anlegen des Lineals müssen 




Fio'. 30 a. 




die Punkte P und Q bestimmt, werden.*) Hier beim Kegel hat also die 
Wahl des cd = 90^^ abgesehen von der symmetrischen Gestaltung^ keinen 
besonderen Nutzen^ wie es beim Zylinder der Fall war. 



*) Eine scharfe Tangentenkonstruktion ist überflüssig. 
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Aufgabe 29. Ein schiefer Kegel soll konstruiert und in 
halber Höhe abgestumpft werden (j^ 20^). 

Die Lösung lehnt sich ganz an Fig. 27 an. Hier wie dort wird zuerst 
•die Grundfläche in bekannter Weise (vgl. Fig. 14a) festgelegt; auch soll die 
Achse OS einen Winkel Yon 45^ gegen OB bilden. Da nun der Achsen- 
schnitt SAB in die Bildebene gelegt ist^ so erscheint OS unter natürlichen 
Verhältnissen (Fig. 31). Die Randlinien SA und SB werden durch scharfes 
Anlegen des Lineales erhalten.*) — Wenn der Ab stumpfungs schnitt in 
halber Höhe geführt werden soU^ dann sind A' und B' die Mitten von 
SA und SB. Somit ist A' B' der Durchmesser des Schnittkreises^ dessen 
Bild jetzt gezeichnet werden kann. 



Wir wenden uns nunmehr zur schrägen Abbildung der Kugel. In 
den Fig. 20 und 21 besitzen wir bereits die Bilder yon Großkreisen der 
Kugel. In Fig. 20 z. B. haben wir 3 Großkreise, die aufeinander senk- 
recht stehen; wenn wir Ebene I als Äquator betrachten^ kann er im Ver- 



.,-.^S 





Fi^. 31. 



Ficr. 32. 



ein mit den Meridianen II und III recht wohl den Eindruck eines Voll- 
bildes der Kugel in uns erzeugen. Allerdings fehlt dabei der eigentliche Um- 
riß (Randlinie) der Kugel. Dieser Umriß ist ohne Zweifel eine krumme Linie^ 
die bei X^ Z, X' und Z' (an den „Henkeln^^) die Bilder der Großkreise 
berühren muß. Es fragt sich nun^ ist dieser Umriß ein Kreis oder eine 
andersartig geformte Kurve, Bedenkt man^ daß alle parallelen Projektions- 
strahlen^ die eine Kugel im Räume umhüllen^ einen Zylinder bilden (38a)^ 
so erkennt man alsbald daß der Ort aller Berührungspunkte zwischen 
der Kugel und diesem Projektionszylinder ein Großkreis der Kugel ist 
und zwar derjenige^ der senkrecht zur Strahlung liegt. Der Umriß der 
Kugel ist daher einfach die schräge Projektion dieses Kreises auf die 



*)' Bei der kleinen Figur und co = 20^ verschmelzen Randlinien und 
Seitenlinien des Achsenschnittes für das Auge ineinander und erscheinen daher 
nicht von einander getrennt. 
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Bildebene ; also jedenfalls eine elliptische Figur.^^) Wir müßten dem- 
nach durch die vier Scheitelpunkte bei ^ZX' Z' eine solche Figur legen. 
Die bisherigen^ elementaren Hilfsmittel erlauben uns noch nicht ^ dieser 
Aufgabe näher zu treten. Wir begnügen uns deswegen yorläufig bei 
allen Konstruktionen von Kugeln und Kugelteilen mit der Darstellung von 
Kreisen (Haupt- oder Nebenkreisen) und denken uns die Umrißellipse 
hinzu. Weiter unten (§ 6^ Aufgabe 48 a) werden wir die Mittel gewinnen, 
auch diese zu konstruieren. 

Aufgabe 30. Man soll eine Kugelschicht schräg abbilden^ 
deren Bodenfläche der Äquator und deren Deckfläche ein Paral- 
lelkreis im Abstände des halben Radius ist (|-^ 30^). 

Als Basis der Konstruktion 
dient die Festlegung des Äqua- 
tors (/ vergl. Fig. 20). Fügt man 
hierzu noch die Meridiane // und 
111^ so erübrigt nur^ durch die 
Mitte 0' von OZ den Parallel- 
kreis zu ziehen (Fig, 32). Man 
zieht nun O'X' parallel OX und 
hat dadurch denjenigen Halbmesser 
der Bildellipse^ der gleich dem Halb- 
messer des Parallelkreises ist. Die 
Parallele 0' Y' zu T gibt so- 
dann das Bild des darauf senk- 
recht stehenden Halbmessers^ das 
~ der natürlichen Größe sein muß. 
Aus beiden Strecken ist die Ellipse 
konstruierbar. — Die Figur zeigt 
auch^ wie man einen Kugelabschnitt 
X^ Y' Z oder einen Kugelsektor 

OX'Y' konstruieren kann. Bei dem Kugelsektor sind in dieser Figur 
nur die Randlinien^ nicht die Linien des Achsenschnittes gezogen. 

Aufgabe 31. Zu einem Würfel soll die Umkugel gezeichnet 
werden {-, 30^). 

Gegeben ist (Fig. 33) der Würfel ABCB . . . (vergl. Fig. 4a). Die Um- 
kugel hat ihren Mittelpunkt in und geht durch die acht Ecken der Würfel- 
mitte. Da wir den Umriß der Kugel selbst noch nicht darstellen können^ 
so begnügen wir uns mit einer Anzahl von Großkreisen^ durch deren Ver- 
lauf die Kugel markiert wird. Zuerst legen wir den Kreis XZX' Z' fest^ 
der in der ersten Hauptlage steht Sein Halbmesser ist gleich der halben 
Körperdiagonale: 0C= 0D= 0E= 0F= OXusf. Man hat diese Strecke, 
die in dem genannten Kreise unverzerrt auftritt, in Nebenkonstruktion 
darzustellen. Sie erscheint z. B. als Hypotenuse in dem rechtwinkeligen 
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Dreiecke OO'Ej worin 00' die halbe Würfelkante und 0' E die halbe 
Flächendiagonale angibt. — Die Festlegung des Großkreises XY'X'F (in 
zweiter Hauptlage) ist nunmehr einfach^ da XX' unmittelbar gegeben ist 
und YF' = -| XX' unter 30^ Neigung angetragen werden kann. Ebenso 
einfach ist die Konstruktion des Großkreises YZY' Z' in der dritten Haupt- 
lage. Die Bestimmung der schiefliegenden Kreise YBEB und YCFA 
geschieht ganz analog der Fig. 21^ da die (hier nicht gezeichneten) Durch- 
messer parallel zur Bildebene bekannt sind. Wir haben also^ abgesehen 
von Kreis OXZX'Z\ ein Kreisbüschel mit der Achse YOY' als Ersatz für 
die Kugel.^) Ebensoguthätte man ein solches Büschel durch O^oder OX 
als Achse legen können. Für den letzteren Fall sind nur die Bogen CD 
und EF angedeutet^ um den Kugelsextanten OCDEF hervorzuheben.^'^) 



Bei Polyedern sowie bei Zylinder und Kegel wird nicht selten die Aufgabe 
gestellt^ im Anschluß an das Schrägbild die Oberfläche des Körpers auf 
einer Ebene in möglichst zusammenhängender Figur auszubreiten^ um so 
das sog. Netz des Körpers zu erhalten^ das gewöhnlich dazu dient ^ ein 
Modell aufzubauen (Krystallographie). Bei den hier auftretenden einfachen 
Körpern sind diese Abwicklungen und Netzkonstruktionen sehr leichte Auf- 
gaben^ die keiner besonderen Behandlung bedürfen (vergi. Übungsaufg. 22). 

ÜlbungsailfgJllben. 1. Konstruiere ein Oktaeder in der Stellung 
Fig. 22 a^ wenn die Achsenlänge gegeben ist. 

2. Das Schrägbild eines Oktaeders in der Stellung Fig. 22 b ist zu 
zeichnen^ wenn die Kante gegeben ist. 

3. Das liegende Oktaeder aus Fig. 23 soll so gezeichnet werden^ daß 
in der Bodenfläche die Ecke C nach vorn liegt. 

4. Ein Oktaeder liege mit der Basisfläche AB CD in der dritten Haupt- 
lage^ doch sO;, daß AD lotrecht der Bildebene stehe; man soll das Schräg- 
bild zeichnen. 

5. Das Tetraeder (Fig. 24) stehe so auf der Spitze^ daß die Höhe ver- 
tikale Lage hat und A nach vorn liegt; das Schrägbild wird gesucht. 

6. Ein Würfel in der Lage der Fig. 25 zu konstruieren^ wenn der 
Neigungswinkel bei B statt 30^ die Größe 60^ erhält und wenn die An- 
sicht von vorn oben oder von links oben genommen werden soll. 

7. Ein Würfel in Diagonalstellung (Fig. 26) ist von vorn oben und 
von links oben zu konstruieren. 

8. Ein sechsseitiger^ regulärer Pyramidenstumpf ist zu zeichnen;, wenn 
die zugehörige Voll -Pyramide in j oder j der Höhe abgestumpft ist 
(Fig. 27). 



*) Die Fig. 33 ist so aufzufassen, als ob der Würfel vollkommen un- 
durchsichtig wäre und die Kreise eine Eingkugel (spliaera armiUaris) bildeten. 
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9. Ein fünfseitiger^ regulärer Pyramidenstumpf zu zeichnen entsprechend 
Hauptaufgabe 25 und voriger Übungsaufgabe. 

10. Einen Obelisk (vergL Fig. 28) in anderer Ansicht (von links 
oben) zu konstruieren^ für den Fall^ daß er auf vierseitiger Platte steht. 

11. Das Schrägbild eines zylindrischen Ringes in der ersten und 
dritten Hauptlage zu konstruieren (vergl. Fig. 29); bilde hieraus eine Kette 
aus mehreren Gliedern. 

12. Ein zylindrisches Rohr ist in verschiedenen Lagen in schräger 
Parallelperspektive zu zeichnen. 

13. Schiefe Kreiszylinder sind in verschiedenen Lagen und Ansichten 
zu konstruieren. 

14. Gerade Kegel sollen bei anderer Lage und Ansicht als Fig. 30 in 
Schrägbildern gezeichnet werden. 

15. Desgl. schiefe Kegel in anderer Lage und Ansicht als bei Fig. 31. 

16. Gerade und schiefe Zylinder sind zu konstruieren^ die gerade 
bezw. schiefe regelmäßige Prismen umschließen. 

17. Ebenso für schiefe Kegel und schiefe^ regelmäßige Pyramiden 
(vergl. Lösung zu Fig. 27 und 31). 

18. Eine Kugelschicht ist zu zeichnen^ die beiderseits vom Äquator 
gelagert ist. 

19. Eine Kugelschicht soll konstruiert werden^ die über dem Äquator 
in gegebenem Abstände von ihm liegt. 

20. Ein Kugelsektor ist zu konstruieren^ der zu einem Parallelkreis 
in 45^ Breite gehört. 

21. Die Umkugel eines Würfels soll gezeichnet werden für den Fall^ 
daß die Schar der Großkreise (Fig. 33) durch OX oder OZ als Achse geht. 

22. Konstruiere die Netze von Würfel^ Oktaeder^ Tetraeder^ geradem 
Prisma und Zylinder^ gerader Pyramide und Kegel. 

§ 5. Schrägbilder aus dem Systeme der Stereometrie. 

Die in § 1 — 4 entwickelten Lehren und Übungen geben die Mittel 
an die Hand^ die meisten Figuren und Konstruktionen aus dem Systeme 
der elementaren Stereometrie in schräger Parallelprojektion (Perspektive) 
auszuführen. Wie dies im einzelnen geschieht^ wird hier nur an einigen 
Beispielen gelehrt werden. ^^) 

Aufgabe 32. Man soll als Schrägbild die Beweisfigur zu 
folgendem Lehrsatze zeichnen: Sind zwei Ebenen einer dritten 
parallel^ so sind sie untereinander parallel (34a) (|-^ 60^). 

Wir benutzen die Ansicht von links oben und legen die drei voraus- 
gesetzten Ebenen^ von denen I und II parallel III sein sollen^ als Quadrat- 
blätter in die zweite Hauptlage (Fig. 34). Dann ziehen wir eine Gerade PQ^ 
die alle drei Ebenen durchsticht; diese Gerade verlegen wir der Einfachheit 
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halber in die Bildebene. Durch FQ legen wir nunmehr zwei beliebige 
Ebenen IV und V. Der Einfachheit halber wählen wir als Ebene V die 
Bildebene selbst und als Ebene IV eine hierzu senkrechte. Letztere erscheint 
dann als Parallelogramm zu P Q als Mittellinie und erstere als Rechteck. 
Die hierdurch entstehenden Schnittlinien AÄ und LL' sind dann parallel 
CC und N2^'^ ebenso sind JBB' und MM' parallel CC bezw. N:^\ 
Hieraus folgt^ daß AÄ und LL auch parallel BB' und MM' sind^ also 
daß auch I parallel II. 

Aufgal}e^33. Die Beweisfigur (in schräger Projektion) ist zu 
folgendem Lehrsatz zu konstruieren: Von allen Strecken^ die 
zwischen einem Punkte und einer Ebene liegen^ ist das Lot die 




FiiT. 35. 



kürzeste; alle diejenigen sind gleich, die gleichen Fußabstand 
vom Lote haben; sie sind um so größer^ je größer ihr Fuß- 
abstand ist (-^^ 30^). 

Die Grundebene E des Lehrsatzes ist leicht festgelegt^ ebenso das Lot 
von P nach E^ wenn E in zweiter Hauptlage genommen wird (Fig. 35). 
Man wähle nun einen beliebigen Punkt J_*) auf J5 und ziehe FA-^ dann folgt 
aus dem rechtwinkligen Dreieck FOA der erste Teil der Behauptung. — 
Man wähle sodann einen zweiten Punkt B auf E^ sodaß OB = OA. Zu 
dem Zwecke zieht man einen beliebigen Strahl OB und beschreibt um 
in E einen Kreis mit OA. Das Bild dieses Kreises ist eine Ellipse um 
0^ die durch A geht. Die Konstruktion dieser Ellipse (für q = j nnd 
CO = 30^) ist bekannt; AB sei der betreifende Bogen. Durch Vergleich 
der Dreiecke FOA und FOB folgt dann der zweite Teil der Behauptung. 
— Zum Nachweis des dritten Teiles wählt man einen beliebigen Punkt ( ' 

*) Der Einfachheit halber so, daß OA parallel oder in der Bildebene liegt. 
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und zieht PC und OC] ferner schneidet man auf OC durch den Kreis- 
bogen ÄJB ab die Strecke OD = OA = OS, Die Vergieichung der Drei- 
ecke FOD und POC liefert endlich den dritten Teil der Behauptung. 
— Zieht man den Kreis (Bildellipse) vollständige so folgt der bekannte 
geometrische Ort für alle Punkte auf JE^ die von P gleichen ^ gegebenen 
Abstand haben. 

Aufgabe 34. Zwischen zwei windschiefen Geraden ist der 
kürzeste Abstand (das Lot) zu ziehen. (Im Schrägbild q = i^ 
03 = 45^). 

Da wir hier ein breiteres horizontales Konstruktionsfeld brauchen^ so 
ist q = Y und co = 45^ gewählt. Gegeben sind die windschiefen Geraden 
AB und CD. Angenommen QQ' sei die gesuchte Strecke (Fig. 36); 
man legt zunächst AB in die Bildebene und dreht (bei gleichbleibender 
gegenseitiger Lage) so lange^ 
bis CD in wagrechte Lage 
gelangt. Hierauf legt man 
durch CD die Parallelebene 
E zu AB {31) und zieht 
durch Q' die Parallele AB' 
zu AB. Wählt man nun 
einen beliebigen Punkt P auf 
AB und fällt das Lot auf P^ 
so muß das Lot einen be- 
stimmten Punkt P' Siuf Ä B' 

treffen^ und PP' ist parallel QQ' {19)] somit ist A' B' ein zweiter Ort für 
Q' in Ebene P. 

Auf diese Analyse gründet sich folgende Konstruktion: Ziehe durch 
einen beliebigen Punkt C von CD die Parallele BF zu AB und lege 
durch CF und CD die Ebene P. Fälle von einem beliebigen Punkte 
P auf AB das Lot auf P bis P'*) und ziehe durch P' die Parallele zu 
AB bis zum Schnitte Q' mit CD. Legt man dann durch Q' die Parallele 
zu P' P bis zum Schnitte Q mit AB, so ist Q(/ der gesuchte Abstand. 

Aufgabe 35. Man soll an einen Zylinder eine Berührungs- 
ebene legen {q = |-^ to = 30^). 

Analyse: Der Zylinder wird als schief vorausgesetzt (Fig. 37), seine 
Achse sei 0] hier sind nur die Umrißlinien gezeichnet ohne den 
Achsenschnitt der ersten Hauptlage. An die Seitenlinie AÄ soll die 
Berührungs ebene gelegt werden. Erweitert man die Bodenfläche des Zy- 
linders zur Ebene E, so schneidet die Tangentenebene T die Ebene P 
in einer Geraden A 1\ die Tano^ente an den Grundkreis sein muß. Ln Bilde 




Fig. 36. 



*) Das Fällen des Lotes von P auf P ist eine unbestimmte Aufgabe, da. 
P das Bild von unendlich vielen Punkten im Raum sein kann. 
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ist also AT die Tangente in Ä an die Ellipse^ deren Konstruktion nach 
§ 3 (Aufgabe 14) einfach ist. Durch ÄA und AT aber ist die Berührungs- 
ebene bestimmt. 

Konstruktion: Ziehe OAB und eine beliebige Parallelsehne CD^ 
halbiere GB und lege durch und die Mitte Yon OB den Durchmesser 
GF. Zieht man dann durch A die Parallele AT zu GFj so ist nur 
noch ein parallelogrammförmiges Ebenenstück TT abzugrenzen ^ um die 
Berührungsebene klar vor Augen zu haben. 




Fig. 37. 

Aufgabe 36. Man soll an einen Kegel eine Tangentenebene 
legen (|, 60). 

Analyse: Wie vorher wird die Bodenfläche zur Grundebene _E erweitert. 
Auch hier sind am Kegel nur die Umrißlinien gezeichnet. Die gegebene 
Seitenlinie sei AS. Die B er ührungs ebene schneide E hu AT. Da nun 





Fiö-. 38. 



Fig. 39. 



AT wiederum Tangente an den Grrundkreis sein muß^ so erledigt sich die 
Aufgabe wie vorher durch Konstruktion der Tangente in A an das ellip- 
tische Bild des Grundkreises. 

Konstruktion: Ziehe den Durchmesser AB und zu AB eine parallele 
Sehne^ halbiere letztere und ziehe GF. Die Parallele AT zu GF ist die 
gewünschte Tangente^ die mit AS die Berührungsebene bestimmt. 
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Aufgabe 37. Man soll durch einen gegebenen Punkt einer 
Kugel eine Tangentenebene legen (|^ 60^). 

Analyse: Man lege den gegebenen Punkt Ä mit der Kugelmitte 
in eine horizontale Ebene E^ deren Schnittkreis mit der Kugel durch die 
Ellipse äCG... abgebildet sei (Fig. 39). Von der Kugel ist außerdem 
nur der Grroßkreis erster Hauptlage gezeichnet. Die gesuchte Tangenten- 
ebene T schneidet die Ebene JE in der Greraden ÄT^ die eine Tangente 
an den Kreis ist. Somit ist die Ebene T durch AT und die weitere Be- 
dingung bestimmt^ daß sie bei der horizontalen Lage von OÄ vertikal 
stehen muß. 

Konstruktion: Man lege den Schnittkreis ÄCG... als Ellipse fest^ 
ziehe AGB und die parallele Sehne DG hierzu. Durch und die Mitte 
von DC führe man den konjugierten Durchmesser FG und ziehe durch A 
hierzu die Parallele A. T. Zieht 

man endlich durch T (auf E) ^^ ^^ 

die Vertikale und schneidet 
man ein Parallelogrammstück 
hierzu ab^ so erhält man das 
Bild der Berührungsebene. ^^) 

Aufgabe 38. Die Be- 
weisfigur ist zu zeichnen 
zu dem Lehrsatze: Der 
Kubikinhalt eines Qua- 
ders wird gefunden^ in- 
dem man die Längen- 
maßzahlen dreier von 
einer Ecke ausgehende 

ih 45»). 

Als Maß diene ein Würfel mit der Kante in^ dessen Bild leicht zu 
finden ist (Fig. 40). Man legt dieses Maß längs der Kante AB des Quaders 
an und findet^ daß der Würfel fünfmal eingetragen werden kann. Da die 
Verzerrungszahlen bei Quader und Würfel gleich sind^ so wiederholt sich 
die Zeichnung des Maßwürfels; hierdurch tritt zugleich eine Schwelle längs 
AB hervor^ mit der man nun die weitere Ausmessung vornimmt. Sie 
läßt sich noch dreimal^ also im ganzen viermal auf die Bodenfläche AB CD 
legen. Man schneidet daher auf BC die auf die Hälfte verkürzte Kante 
viermal ab und zieht die nötigen Parallelen. Die weitere Ausmessung 
geschieht nun mit der entstandenen Schicht^ die viermal fünf Kuben ent- 
hält. Man schneidet nun auf BB' das Längenmaß m ab und findet so^ daß die 
Schicht im ganzen dreimal in dem Quader enthalten ist. Bei der Zeich- 
nung sind nur noch durch Punkt 2 auf BB' die nötigen Parallelen zu 
ziehen^ um sofort zu erkennen^ daß der Inhalt (5 • 4) • 3 = 60 Kuben 
beträgt. 

Müller 11. P r e s 1 e r , Proj ektionslelire. A. 3 




Fig. 40. 



Kanten miteinander multipliziert 
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Aiifgalbe 39. Konstruiere die Beweisfigur zu dem Lehrsätze: 
Jede Pyramide kann als Grenze einer Summe Yon Prismen an- 
gesehen werden^ deren Anzahl in unendlicher Zunahme und 
deren Höhen in unendlicher Abnahme begriffen sind. 

Hier werde eine beliebige^ dreieckige Grrundfläche J_i?C mit der Spitze S 
vorausgesetzt (Fig. 41). Die Höhe sei SH. Diese werde in eine beliebige 
Anzahl (hier fünf) gleicher Teile zerlegt Durch die Teilpunkte H'^ H" usf. 
hat man nun Parallelschnitte zu legen. Zieht man AH und AH\ so 
ist ÄH' die Schnittlinie der Ebene SAH mit dem ersten Parallelschnitt, 
somit AH' parallel AH {24). Entsprechendes gilt für A' usf. Dadurch 

sind die Punkte A^ A^ A' festgelegt und 
Aveiterhin auch B'^ (Y usf. AB' und AC 
ergeben nun mit SB und SC die Schnitt- 
punkte P' und Q\ auf denen man weiter 
bauen kann bis zur Spitze. — Die Kon- 
struktion verläuft also kurz so: Fünf tele 
SH in H\ H" . . . Ziehe durch H\ H" usf. 
die Parallelen zu HA bis zum Schnitte Ay- 
A' . . . und lege zunächst durch A die Pa- 
rallelen zu AB und AC, sowie durch B 
und C die Parallelen zu AA bis zum 
Schnitte mit jenen in B' und C\ Alsdann 
ist das Prisma ABC^ A B' C das erste 
in der Reihe. Nun benutzt man die Schnitt- 
punkte P' und Q\ um über der Grundfläche 
A B' Q' ein zweites Prisma zu errichten. So 
fährt man fort und sieht ^ daß zuletzt der 
oberste Teil der Pyramide zu einem drei- 
seitigen Prisma ergänzt wird^ während die 
vier Pyramidenstümpfe zu dreiseitigen Prismen ergänzt erscheinen. Auf jeden 
Fall zeigt die Treppenfigur^ daß die Summe der Prismen größer ist als die 
ganze Pyramide. Nun konstruiert man zu AP'Q\ A' B" Q" als Deck- 
flächen diejenigen Prismen^ die nach innen fallen. Hier ist zunächst nur 
ABQy AP'Q' konstruiert^ indem man durch P' und Q' die Parallelen 
zu u'i'A gezogen hat. Die übrigen Innenprismen sind^ um die Figur nicht 
allzusehr zu belasten^ weggelassen bis auf das letzte^ das sich unterhalb 
des obersten Fünftels befindet. Die Summe dieser Innenprismen ist 
kleiner als die Pyramide. Nun erkennt man^ daß Innenprisma 1 gleich 
dem Außenprisma 2^ Innenprisma 2 gleich Außenprisma 3^ Innenprisma 3 
gleich Außenprisma 4 und endlich Innenprisma 4 gleich Außenprisma 5 ist. 
Somit ist die Summe der Innenprismen von der Summe der Außenprismen 
nur um das Prisma ABCy AB'C verschieden. Der Grenzübergang bei 
einer unendlichen Teilung der Höhe SH liefert dann die Behauptung.-^) 
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Aufgabe 40. Konstruiere die Beweisfigur des Lehrsatzes: 
Jede dreiseitige Pyramide läßt sicli zu einem dreiseitigen Prisma 
Yon gleicher Grrundfläche und Höhe ergänzen^ dessen Inhalt 
dreimal so groß ist.^^) (~, 45^). 

In Fig. 42 ist die beliebig entworfene Pyramide S, ABC voraus- 
gesetzt. Die Ergänzung zum dreiseitigen Prisma läßt sich nun in dreierlei 
Weise vornehmen^ indem man zieht 

Fig. 42a: Durch S die Parallelen zu AB und AC. 



42h: 
42c: 



S 

8 



BA 

CA 



BC. 
CB. 




("b) 



Fig. 42. 



In allen Fällen ergibt die Zeichnung sofort das gesuchte Prisma. Man 
hat jetzt nur noch durch eine einzige gebrochene Hilfslinie die drei Teil- 
pyramiden zu markieren. Es geschieht das am einfachsten^ indem man den 
folejenden, leicht merkbaren Zickzackweo- einschlä2:t: 



a) Von B nach S, C und B' 

b) ,^ C ^y Sy A „ C/ 

c) ,, A ,, S, B „ A\ 



Die beiden ersten Stücke der gebrochenen Linie sind bereits an der Py- 
ramide vorhanden^ das letzte läßt die Mittelpyramide ^ die sich in wind- 
schiefer Stellung befindet^ heryortreten und zwar für die drei Fälle folgender- 
maßen : 

a) Untere Kante BC^ obere Kante B'S 



b) 



CA, 
AB, 



CS 
A'S. 



3* 
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Aufgabe 41. Die Beweisfiguren sind zu entwerfen für den 
Lehrsatz des Archimedes: Das Voluniverhältnis Yon Kegel^ Halb- 
kugel und Zylinder mit gleicher Grundfläche und Höhe ist 
gleich 1:2:3 (g = |, q = 90^). 

Die Verkürzung auf j genügt^ da in den Grundflächen kein breiter Raum 
zum Zeichnen nötig ist; die Neigung 90^ ist erwünscht^ um möglichst wenig 
Üb ergreif ungen (Henkel) bei den elliptischen Bildern der Kreise zu haben. In 
Fig. 43 sind die drei Körper auf eine gemeinsame Grundebene gestellt. 
Am Kegel K ist nur der Umriß gezeichnet^ ohne den Achsenschnitt 
S^Ä^B^ heryorzuheben. Die Halbkugel H dagegen zeigt den Achsenschnitt 
8,2 Ä^B.^^ ebenso der Zylinder Z den Achsenschnitt Ä^B^^ Ä^' B^'^ bei letz- 
terem decken sich die ßandlinien mit den Seitenlinien des Achsenschnittes. 
Der Beweis geschieht auf Grund des Satzes yon Cayalieri; man bohrt zu- 




Fig. 43. 

nächst aus dem Zylinder den Kegel in umgekehrter Lage heraus^ sodaß der 
Napf O^A^B^^ A'^s' entsteht. Die Darstellung dieses Napfes ist sehr 
einfach^ doch zeichnet man gerade hier am besten nur den Achsenschnitt 
O^A^'B^ des Kegels. Wenn man nun nachweisen kann^ daß beliebige Quer- 
schnitte parallel der Grundebene in Halbkugel H und Napf N flächengleich 
sind^ so ist die Volumgleichheit yon H und N festgestellt. Die Konstruktion 
des Parallelschnitts BB' m. der beliebig gewählten Höhe 0^ B^^ O^Pg==x hat 
keine Schwierigkeit^ da jRE' die natürliche Länge des Durchmessers des be- 
treffenden Kreises angibt; man hat nur zu beachten^ daß hier die Ellipse über 
den Achsenschnitt S'gJ.gi?^ hinausgreift. Der Parallel schnitt bei dem Napfe A" 
ist ein Kreisring^ dessen Außenkreis kongruent den Grundkreisen des Zylinders 
ist. Der Innenkreis ist leicht festzulegen^ weil PgT der Halbmesser der 
betreffenden Figur in natürlicher Größe ist. Man beachte^ daß die Breite 
des Ringes wegen der Perspektiye yerschieden ausfällt. Die Querschnitte 
Q2 und Qq bei Halbkugel und Napf berechnen sich aus Q^ = (r^ — x^)7t 



und 



Qs 






l,r3 



PsT=-0,P,', 



denn 
r. Somit K:H 



hieraus folgt H = N^ also 



fr'jtifr 



W^7t = 1:2:3. 



Übungsaufgaben zu § 5 bietet das ganze übrige Gebiet der syste- 
matischen Stereometrie; hier sind nur noch einige besonders bemerkens- 
werte Fälle herausgegriffen. 
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tUbllllgsaufgalben: 1. Durch eine gegebene Gerade eine Ebene zu 
legen^ die einer zweiten gegebenen Geraden parallel ist. 

2. Durch einen gegebenen Punkt eine Ebene zu legen ^ welche zwei 
gegebenen Geraden parallel ist. 

3. Durch einen auf einer Geraden gegebenen Punkt eine Ebene senk- 
recht zur Geraden zu legen. 

4. Durch einen außerhalb einer Geraden gegebenen Punkt eine Ebene 
senkrecht zur Geraden zu legen. 

5. Von einem außerhalb einer Ebene gegebenen Punkt eine Senk- 
rechte auf die Ebene zu fällen. 

6. Auf einer Ebene in einem gegebenen Punkt derselben eine Senk- 
rechte zu errichten. 

7. Durch eine gegebene Gerade eine Ebene zu legen ^ die auf einer 
gegebenen Ebene senkrecht steht. 

8. Den geometrischen Ort für alle Punkte zu finden^ die von zwei 
gegebenen Punkten gleichweit entfernt sind. 

9. Den geometrischen Ort für alle Punkte zu bestimmen^ die Yon drei 
gegebenen Punkten gleichweit entfernt sind. 

10. In einer Ebene ist eine Gerade so zu ziehen^ daß jeder ihrer 
Punkte von zwei außerhalb der Ebene gegebenen Punkten gleichweit 
entfernt ist (yergl. Aufgabe 8). 

11. In einer Ebene E ist eine Gerade AB beliebig gezogen; man 
soll durch einen beliebigen Punkt C von AB in der Ebene selbst das 
Lot auf AB ziehen. (Konstruiere zuerst in frontaler Ebene und gehe dann 
in andere Lagen über.) 

Anmerkung. Bei der Analyse dieser Aufgaben bringe man die auf- 
tretenden Gebilde zunächst in möglichst einfache Lage. Bei einigen ist 
eine g:ewisse Unbestimmtheit in der Zeichnung' nicht zu vermeiden. 



§ 6. Schrägbilder von Körperschnitten. 

Einfache Körper schnitte^ namentlich Parallelschnitt e^ sind in den vor- 
hergehenden Paragraphen bereits zahlreich in schiefer Parallelprojektion 
dargestellt worden. Die eingehendere Behandlung der Körper schnitte 
ergibt sich aus folgenden Beispielen^ in denen namentlich auch schiefe 
Körper schnitte betrachtet werden. 

Aufgabe 42. In einem Prismatoide soll der Mittelschnitt 
gezeichnet werden. 

Unter Prismatoid (Fig. 44) wird ein Vielflächner (Polyeder) verstanden^ 
der zu Grundflächen zwei beliebige^ parallele Vielecke und zu Seitenflächen 
Dreiecke hat^ deren jedes mit dem einen Vielecke eine Seite^ mit dem anderen 
eine Ecke gemein hat. Das Prismatoid der Fig. 44 ist 5 -f 4 = 9seitig. 
Der Mittelschnitt L3IN ... ist daher ebenfalls 9-seitig. Da er in halber Höhe 
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geführt wircl^ so halbiert er auch die Seitenkanten. Somit beruht die 
Konstruktion lediglich auf der Halbierung dieser Kanten und der richtigen 
Verbindung. Zu beachten ist^ daß bei X und N einspringende Keile auf- 
treten. — Die Verzerrung des Bildes ist unbestimmt gelassen. 

Aufgabe 43. Durch einen Würfel in Diagonalstellung ist 
der wagrechte Mittelschnitt zu legen (q = jj cö = 30^). 

In Fig. 26 ist bereits das Schrägbild des Würfels entworfen. Durch 
die Mitte soll ein Schnitt gelegt werden^ der wagrecht yerläuft^ also 
senkrecht zu BE steht. Aus den Symmetrieverhältnissen am Würfel 
folgt^ daß die im Zickzack verlauf enden Randkanten (Fig. 45) ÄG^ GII^ 
HF usf. in J^ K, L usf. halbiert werden müssen^ woraus sich die einfache 
Konstruktion von selbst ergibt. ^^) 

Aufgabe 44. Man soll einen schiefen Schnitt durch einen 
Würfel legen^ so daß sechs Kanten halbiert werden (^ = f; co = 20^). 




Fio^. 44. 




Der Würfel habe die Frontstellung (Fig. 46). Wenn sechs Kanten 
halbiert werden sollen^ so können es nur die im Zickzack laufenden 
Kanten AB, BC, CC\ C'D\ D'Ä' und AÄ sein, d. h. der verlangte 
Schnitt ist derselbe wie bei voriger Aufgabe, nur erscheint er schief, 
weil der Wurf el . eine andere Stellung hat. Hiernach ist die Konstruktion 
der Schnittfigur P/Q,B . . . TJ ohne weiteres auszuführen. 

Aufgabe 45. Durch ein regelmäßiges Oktaeder ist ein schiefer 
Schnitt zu legen, der einer Fläche parallel läuft und die an- 
stoßenden Kanten halbiert (^ = j; 03 = 20^). 

Das Oktaeder (Fig. 47) befinde sich in der sogenannten Achsenstellung 
(vergi. Fig. 22b). Durch die Mitte P von AB werde der Schnitt parallel 
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der Fläche ADE gefülirt. Dann muß PQ parallel ÄE sein (24)'^ somit 
ist BE in Q halbiert usf. Auch hier läuft daher die Lösung auf eine 
Halbierung der Zickzackkanten AB, BE, EC, OB, BF und FA hinaus. 
Aufgabe 4-6. Durch die Mitte eines geraden^ regelmäßigen, 
sechsseitigen Prismas soll ein Schnitt gelegt werden^ der unter 



45^ zur Grundfläche geneigt ist {q = ~, 



20«). 



Die Säule ABC, . . ., AB'C . . . ist (nach Fig. 48) in der Mitte ilf der 
Achse 00' geschnitten. Die Strecken AA\ 00' und BB' sollen in der Bild- 
ebene lieo^en. Unter der Yoraussetzuno; daß der Schnitt zur Bildebene 
senkrecht sei^ erhält man zunächst als Schnittlinie mit der Bildebene selbst die 



-^d' 




Fi^. 48. 



Strecke FS, die in natürlicher Länge erscheint. Yon den übrigen Punkten 
der Schnittfigur fassen wir zunächst Q heraus. Er liegt auf der Strecke Q U, 
die parallel BF, also auch senkrecht zur Bildebene (orthogonal) yerläuft. Ihr 
Schnitt N mit FS liegt in der Bildebene und zugleich auf der Mittellinie GG'-^ 
somit befindet sich (^[7" auch in der Ebene BFB'F\ Zur Konstruktion 
Yon Q (bez. U) ist es also nur nötige die Mittellinie GG' zii ziehen^ durch N 
den Strahl unter einer Neigung Yon 20^ zur Horizontalen"^) zu legen bis 
zum Schnitt Q und ü mit BB' und FF\ Ganz entsprechend verfährt 
man bei R und T: hier ist in der Figur die Mittellinie weggelassen. 

Aufgabe 47. Durch die Achsenmitte einer geraden^ regel- 
mäßiö'en, sechsseitig-en Pyramide ist ein Schnitt unter einer 
Neigung von 45^ zur Grundebene zu legen und als Schrägbild zu 
zeichnen (q = j, co = 20^). 

Die Pyramide S, ABC . . werde so gestellt (Fig. 49)^ daß der Achsen- 



''^'■) Diese ist hier nicht gezeichnet; auch später werden die Hilfshorizontalen 
nur ausnahmsweise einsfetraefen. 
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schnitt SAD in die Bildebene fällt; der Schnitt gehe durch, ilf und stehe auf 
der Bildebene senkrecht. Dann sind die Punkte P und T der Schnitt- 
figur festgelegt durck SÄ^ SD und durch die Gerade in M unter 45^ zur 
Geraden ÄD. Von den übrigen Punkten greifen wir zunächst B heraus. 
Er liegt in der Dreiecksebene SCE und zwar auf dem Schenkel SC des 
Dreiecks sowie auf dem Strahle^ der durch N^ dem Schnitt zwischen PT 
und der Seitenhalbierenden SG^ unter 20^ Neigung zur Horizontalen ge- 
zogen wird; denn BN steht auch hier senkrecht zur Bildebene. Für Q 
und die übrigen Punkte sind die Bestinimungsörter ebenso leicht zu finden. — 
Man zieht daher in dem Dreiecke SCE die Seitenhalbierende S G^ legt 
durch M die Gerade unter 45^ bis zum Schnitte N mit SG und kon- 
struiert durch N den Strahl unter 20^ Neigung zur Horizontalen. Für 
Q usf. ist die Konstruktion analog. 



IT 





Fiö-. 50. 



Man kann sich auch die Aufgabe stellen^ die Schnittfigur in wahrer 
Gestalt darzustellen. Da die Figur den Durchmesser PT in wahrer Größe 
darbietet^ auf dem die Punkte M, N usf. bestimmt sind^ so braucht man 
bloß in N usf. auf BT (siehe Nebenfigur) das Lot zu errichten und auf 
diesem die Strecke NB usf. aus der Hauptfigur in dreifacher Größe (ent- 
sprechend ^ = 1") beiderseits abzutragen. — Ebenso einfach ist es^ die Py- 
ramide abzuwickeln^ d. h. das Netz mit der Schnittfigur darzustellen.-^) 
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Aufgabe 48. Man soll durch einen geraden Zylinder einen 
schiefen Schnitt legen und die Schnittfigur in wahrer Größe 
darstellen (^ == y; co ^ 45^). 

Durch die Achs enmitte des geraden Zylinders der Fig. 50 (yergl.Fig. 19a) 
werde ein schiefer Schnitt so gelegt^ daß er unter 30^ zur Grundebene geneigt 
sei. Zugleich sei die Schnittebene senkrecht zur Bildebene. Der Achsen- 
schnitt BJD^ B'D' liegt also in der Bildebene. Die Schnittebene erzeugt 
mit diesem Achsenschnitt die Schnittlinie PR^ die in natürlichen Verhält- 
nissen erscheint; P und R sind daher zwei Punkte der Schnittlinie. Um 
andere Punkte festzulegen^ bedient man sich der Methode der Längs- 
schnitte^ die bereits in den yorhergehenden Aufgaben zur Anwendung 
gelangte. Legt man zuerst den Achsenschnitt Ä Cj AC senkrecht zur Bild- 
ebene^ so liegen auf dessen Seitenlinien AA und CC zwei Punkte Q und 
S der Schnittfigur^ die weiterhin dadurch bestimmt sind^ daß die Strecke 
QS auf der Bildebene senkrecht steht {2i). Somit sind Q und S fest- 
gelegt durch den Strahl in unter 45*^ zur Horizontalen. Will man 
einen beliebigen Punkt T bestimmen^ so legt man einen Längsschnitt EF^ 
E'F' parallel zu dem letzten Achsenschnitt^ der den frontalen Achsenschnitt 
BJD^ B'D' in GG' schneidet. Die Punkte T und U haben nun zunächst 
als geometrischen Ort die Seitenlinien EE' und FF' , sodann die Schnitt- 
linie TD" des Längsschnittes mit der schiefen Schnittebene. Da Fbestimmt ist^ 
so lassen sich nun auch T und ZT leicht festlegen. In dieser Weise findet 
man durch fortgesetzte Längsschnitte parallel ^IC^ ÄC nach P und II hin 
punktweise die Schnittfigur^ die offenbar eine stetig gekrümmte Linie ist. 
— Um sie in natürlichen Verhältnissen darzustellen^ ist zu beachten^ daß 
bereits PP in wahrer Größe aus der Figur entnommen werden kann. 
Errichtet man nun in 0^ V und den anderen gewählten Punkten auf PR 
(Nebenfigur) die Lote und schneidet man die doppelten Längen von Q 
und VT (wegen cj = ~) ab^ so erhält man eine Figur ^ die trotz ihrer 
Symmetrie zu PR und QS keinesfalls ein Kreis sein kann^ denn PR^ QS) 
sie hat Ähnlichkeit mit einer Ellipse ^ deren Hauptachsen PR und QS 
sind. Um die Natur dieser krummen Linien zu prüfen^ bedarf es einer 
besonderen Untersuchung.*) 

In Fig. 51^**) die eine vergrößerte Kopie der Fig. 50 unter Weg- 
lassung des Nebensächlichen ist^ ersehen wir^ daß ÄJB die steilste 
Strecke durch ist^ die sogenannte Falllinie^ während CD eine 
Horizontale durch darstellt^ die zugleich senkrecht auf AR steht 
und die Streichlinie von heißt. Nun sieht man^ daß CD = C'D\ 
Dagegen ist AB ^ AB\ Für den Neigungswinkel a der Schnitt- 

*) Eine Abwickelung der Zylinderfläche nebst der Schnittlinie ist ohne 
Schwierigkeit. 

**) Es empfiehlt sich, die Figur zunächst ohne die Hilfskugeln M-^ und 
M^ zu zeichnen. 
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ebene zur Grundebene (hier 30^) ist das Verhältnis AB : A JB' = 1 : cos c^. 
Ferner haben alle Strecken PQ^ BS usi.^ welche parallel CD verlaufen^ 
also selbst wieder Streichlinien sind^ entsprechende^ gleichgroße Sehnen 
P'Q'y R' S' usf. im Grundkreise 0'^ die senkrecht darunter liegen. Zieht 
man dagegen in der Schnittfigur die Parallelen FR^ QS usf. zu ÄB^ so 




erkennt man^ daß diese Falllinien dasselbe Verhältnis zu den senkrecht dar- 
unter liegenden Kreissehnen P'B\ Q'S' us£ haben wie im: AB und AB'. 
Diese Betrachtung läßt sich für alle Punkte der Schnittlinie und der zuge- 
hörigen Streich- und Falllinien durchführen. Der Vergleich mit dem Grund- 
kreise zeigt daher^ daß die fragliche Schnittlinie in der Streichlinie CD mit 
dem Durchmesser des Grundkreises übereinstimmt^ daß dagegen alle auf 
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BC senkrecht stehenden FalUinien (Sehnen bez. Halbsehnen) nach einem 
bestimmten Verhältnis (hier 1 : cos a = 1 : | ]/3) vergrößert sind. Das 
heißt aber nichts anderes als: Die Schnittfigur erscheint nicht nur 
als Ellipse^ sondern ist selbst eine Ellipse^^) mit dem Achsen- 
verhältnis AB : CI) = 1 : cos c^ (vergl. Aufgabe 11, Fig. 18b). 

Weiterhin zeigt uns die Figur wegen des Parallelismus der Strecken JL'J.^ 
B'B, CG, JD'D, P'P, B'B usf., daß die Schnittligur ABCD aufzufassen 
ist als schräge Parallelprojektion eines Kreises (Ä'B'G'B') auf die Schnitt- 
ebene als Bildtafel; hierbei steht die Strahlungsrichtung senkrecht auf der 
Kreisebene. Wir haben hiermit festgestellt, daß das Schrägbild eines Kreises 
in der zweiten und dritten Hauptlage sowie in dem eben erläuterten Falle 
stets eine Ellipse ist. — Denkt man sich den Schnitt ABCD so weit ge- 
dreht, daß er ein Parallelschnitt wird, so geht er in einen Kreis über; der 
Kreis A' B'C B' befindet sich dann zu ABCB als Bildebene in der ersten 
Hauptlage und hat wiederum einen Kreis als Bild. In diesem Falle geht 
die schräge Parallelprojektion, weil der Zylinder gerade ist, in eine 
senkrechte über, eine Projektionsart, die wir als orthogonale oder 
kurz als Normalprojektion bezeichnen wollen. 

Faßt man die Grund ebene als Bildtafel auf, so ist offenbar der Kreis 
ÄB'C'B' anzusehen als Parallelprojektion der Ellipse ABCB auf die 
Grundebene, und zwar handelt es sich um eine Normalprojektion. 
Daher ist der Schluß erlaubt: Die Normalprojektion einer Ellipse 
kann ein Kreis sein. — Denkt man sich aber statt der Grundebene 
irgend eine andere Ebene parallel oder schief zu ABCB und projiziert 
man hierauf die Ellipse ABCB parallel 00\ so erkennt man überall: 
Die schräge Parallelprojektion einer Ellipse ist wieder eine 
Ellipse (im allgemeinen von anderem Achsenverhältnis).*) 

Nun ist noch die Frage zu erörtern, welche Gestalt die schräge 
Parallelprojektion eines Kreises in allgemeiner Lage und bei beliebiger 
Richtung der Projektionsstrahlen hat. Offenbar bilden die Projektions- 
strahlen in diesem allgemeinsten Falle um den Kreis einen schiefen 
Zylinder. Alle Schnitte parallel zum Kreise sind wiederum Kreise. Die 
schiefen Schnitte dagegen, die als Schrägbilder in allgemeinster Form 
aufzufassen sind, erscheinen analog der obigen Betrachtung als verzerrte 
Kreise, d. h. als Ellipsen. Es läßt sich nämlich ohne Schwierigkeit nach- 
weisen, daß auch hier Streich- und Falllinien auftreten. Die ersteren bleiben 
in ihrer Länge unverändert, und die Verzerrung der letzteren ist konstant. 

Schließlich kann man aus Fig. 51 noch eine andere wichtige Eigen- 
schaft der Ellipse ablesen.**) Denkt man sich nämlich von oben her 



*) Der Zylinder ist gleichzeitig gerader Kreiszylinder in bezug auf ÄB'G'D' 
und schiefer elliptischer Zylinder in bezug auf ABCB. 

'''*) Erst jetzt ist es empfehlenswert, die Kugeln M^ und M^ mit ihrem 
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eine Berührungskugel M-^ des Zylinders so weit eingeschoben^ bis sie die scbiefe 
Scbnittebene in I\ berührt^ so ist klar^ daß der Aclisensclinitt L^M^N^F-^ 
der Kugel zugleich Berührungskreis in F^ an ÄJB^ in L^ an ÄÄ' und 
in N^ an BB' sein muß. Entsprechendes gilt für die Berührungskugel 
Jfg? die Yon unten her gegen die Schnittebene geschoben wird. Die 
Konstruktion dieser Kugeln oder vielmehr ihrer wichtigsten Großkreise 
ergibt sich aus folgender Überlegung. M^ liegt auf der Zylinderachse 00' 
und auf den Halbierenden der Winkel L^AB bez. N^BÄ. Der Großkreis 
in der ersten Hauptlage erscheint in natürlichen Verhältnissen. ISTötig ist 
dann nur noch ein Großkreis in der zweiten Hauptlage. Ein solcher ist 
aber der Berührungskreis zwischen Kugel und Zylinder^ der genau so wie 
AB'C'B' in der Figur erscheint. Für die untere Kugel hat man ganz 
ähnliche Bestimmungen. 

Die beiden ausgezeichneten Punkte F^ und F^ bringen wir nun mit 
den Punkten der Schnittfigur in Beziehung. Man sieht ohne weiteres^ 
daß AF^^AL^ und AF^^AL.^ {38). Durch Addition ergibt sich 
AF^ + AF^^ = AL^ + AL^ = L^L^ = \N^- Die Strecken L^L.^ bez. N^^K, 
sind aber gleich AB^ wie leicht aus dem Rechteck L^N^L^N^ mit der 
Querlinie AB zu ersehen ist. Bezeichnet man die große Achse der Ellipse 
AB mit 2a^ so ist ^i^^ + J.i^2 "=" ^^; ^•^- ^^^ ^ ^^^ ^^^ Abstandssumme 
Yon F^ und F^ konstant. Für B läßt sich leicht dasselbe erweisen. Wir 
greifen nun noch einen beliebigen Punkt P heraus und prüfen ihn inbezug auf 
seine Abstände yon F^ und F,. Es ist PF^ = FP^ und PF,^ = PP^ {39\ 
somit PF^ + PF,^ = PP, + PP, = P^P^ = L,L, = N^N, = 2a. Diese 
Eigenschaft gilt demnach für einen beliebigen Punkt^ also auch für alle. 
Nunmehr erscheint uns die Ellipse' als der geometrische Ort für 
alle Punkte^ deren Abstandssumme yon zwei gegebenen^ festen 
Punkten konstant ist.^^) Diese Punkte heißen Brennpunkte.*) 

Nunmehr sind wir auch in den Stand gesetzt^ die früher zurückgestellte 
Aufgabe (yergl. § 4^ S. 27) zu lösen: 

Aufgabe 48a. Die elliptische Umrißlinie des Schrägbildes 
einer Kugel ist zu konstruieren (^ = |-; 03 = 45^). 

Wir denken uns zunächst die Kugel gegen die Bildebene gelehnt^ so 
daß also die Bildebene die Kugel berührt^ während wir bisher die Bild- 
ebene durch den Kugelmittelpunkt legten.^^^) Zur weiteren Analyse ent- 
nehmen wir der Fig. 51 das Stück^ das zwischen der Ellipse AB CD und 



Beiwerk einzuzeichnen, oder noch besser, man paust die Figur unter Weg- 
lassung alles Unnötigen, damit sie nicht überlastet erscheint. — Die Anwen- 
dung der Berührungskugeln verdankt man Dandelin. 

*) Bringt man die Ellipsenebene mit den Ebenen der Berührungskreise 
zum Schnitte in U^^Vi und U2V2 (in Fig. 51 nur angedeutet), so läßt sich 
erweisen, daß jede dieser Geraden Direktrix oder Leitlinie zur Ellipse ist. ^-'^) 
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der Kugel 31^ (mit veränderten Buchstaben) liegt. In Fig. 51a ist dieser 
Teil gesondert dargestellt. Die Kugel 31-^^ welche parallelprojektivisch 
abgebildet werden soll^ ist hier mit bezeichnet^ und die Ellipse 
wird durch die hinzugezeichnete Bildebene deutlicher heryorgehoben. Die 
Kugel berührt die Bildebene in F^^ die Achse des Projektionszylinders 
ist 00\ Wir schauen daher in der Richtung der Pfeile gegen Kugel 
und Bildebene. . Um den Anschluß an die gewöhnliche Vorstellung wieder 
"zu gewinnen^ denken wir uns die Bildebene yertikal. Dann ist A B'C D' 
das Umrißbild der Kugel ^ deren Projektionszylinder in AS CD berührt. 
Wir können ferner durch geeignete Drehung AB bezw. AB' hori- 
zontal stellen ^ dann 
werden die Projektions- 
strahlen ebenfalls hori- 
zontal und schief Yon 
rechts her einfallen. Die 
Projektion C 0' B' von 
COB muß dann ver- 
tikal liegen. Die Pro- 
jektion von F^ fällt in 
sich selbst und die des 
anderen Endpunktes Y 
des auf der Bildebene 
senkrecht stehenden (or- 
thogonalen) Durchmes- 
sers nachi^sC^O- Da 0_Fi 
= 0r^ so muß auch 0' F^ 
== O'F^. Das Bild von 
jLi? erscheint verlängert^ 
das von CB gerade so 
lang wie der Kugel- 
durchmesser. *) FQIiS 
sind vier Punkte^ die 

auf dem Kreise in Qua- ^. 

dratur stehen"^*) aber 

sonst beliebig sind^ ihre Projektionen sind P'Q'B'S\ Es wäre nun leicht^ 
aus C'B' (= Kugeldurchmesser) und den leicht bestimmbaren Brennpunkten 
F^ und F^ auf C B' die Ellipse zu zeichnen^ die dann das wahre Umrißbild der 
Kugel und nicht das in Fig. 51a gegebene^ projektivisch verzerrte gibt. 
Nun wollen wir aber engen Anschluß an die Fig. 20 haben ^ wo das 
Einfallen der Projektionsstrahlen von rechts oben vorausgesetzt war. Um 




*) Das Bild F-^^Y' von F^Y gibt die Verkürzung, hier ist q, = j- 
'■-'') D. h. es sind Yiertelspunkte des Kreises. 
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das zu erreichen ;, braucht man dem ganzen Figurenaufbau nebst dem 
Strahlenzjlinder nur eine Drehung zu geben^ bei der die Bildebene ver- 
tikal bleibt^ etwa um eine Achse^ die in 0' auf der Bildebene senkrecht 
steht. Schaut man in der Richtung 0' und dreht links herum ^ so 
wandern alle Bildpunkte ebenfalls links herum in der Richtung Ä H'C usf. 
AB' mit F^ und F^ erhält dann eine schiefe Lage yon rechts oben nach 
links unten^ CD' von links oben nach rechts unten^ beide aber bleiben 
in ihrer senkrechten Lage zu einander. Ebenso wandern P'Q' und U'S' 
links herum^ behalten aber ebenfalls ihre gegenwärtige senkrechte Lage zu 
einander bei. Wir wollen nun die Drehung soweit yoUziehen^ bis 0' P' in 
horizontale Lage kommt ^ nämlich in die Lage^ die vorher O'A inne 
hatte 5 dann wird 0' IV in vertikale Lage kommen^ und O'A eine Mittel- 
lage zwischen beiden einnehmen. Auch jetzt wäre es leicht^ aus einer be- 
liebig herausgegriffenen Mittellage mit vorher bestimmten Brennpunkten 
die Ellipse zu zeichnen^ denn CD' bleibt immer gleich dem Kugeldurch- 
messer. Indessen wollen wir den Anschluß an Fig. 20 soweit treiben^ daß 
auch die dort gezeichneten Großkreise 1.^ II. und III. Lage in die Umriß- 
ellipse eingezeichnet erscheinen. Der Großkreis erster Lage liegt parallel 
der Bildebene; in der Figur 51a ist nur der Halbkreis CXD gezeichnet. 
Vor der Drehung ist OX derjenige Halbmesser^ der parallel 0' F' verläuft. 
Die Projektion von X fällt innerhalb 0' F' nach X\ Dieser Halbmesser 
OX erlangt mit 0' F' und 0' X' durch die Drehung die horizontale 
Lage und wird daher in dieser Lage in natürlicher Größe abgebildet. Li 
demselben Kreise ist OZ ein Halbmesser^ der auf OX senkrecht stellt^ 
X und Z stehen daher in Quadratur. Die Projektion von Z (der Strahl 
ist nur angedeutet) fällt daher nach Z' innerhalb O'F'. Die Bilder von 
C und D bleiben nach der Drehung auf CD' liegen. Somit ist die Pro- 
jektion des Kreises (7ZXD0. .. wiederum ein Kreis^ der dwcch C'Z'X'D' 
geht, wobei O'C = 0' X' == O'Z' =^ dem Kugelhalbmesser.*) Ein Halb- 
kreis von ihm ist punktiert angedeutet. Die andere Hälfte des Kreises 
wird ähnlich festgelegt. Die beiden Hauptkreise, die durch OX und OY 
bez. OZ und OY bestimmt sind, ergeben wegen ihrer besonderen Lage 
zur Bildebene Ellipsen, die durch die konjugierten Durchmesser 0' X' 
und O'Y'^ bez. OZ' und 0' Y' näher bestimmt sind. 

Hierauf aber gründet sich folgende einfache Konstruktion (Fig. 51b). 
Ziehe den horizontalen Kugelhalbmesser 0' X' und beschreibe über ihm 
den Kreis, der das Lot durch 0' (auf 0' X') in Z' schneidet. Lege so- 
dann durch 0' eine schiefe Gerade unter der Neigung 03 (hier 45^) zu O'X' 
und schneide hierauf bis F^ und F.^ (bez. Y') diejenige Strecke ab, die 
dem gegebenen Verhältnis (hier q = ~) entspricht, also 0' F^ = j 0' X'. 
Errichtet man dann in 0' das Lot auf O'Y' bis zum Schnitte 



*) Er erscheint natürlich in Fig. 51a als Ellipse. 
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C und D' mit dem Kreise^ so hat man in O'C die kleine Aclise^ in 
O'F^ die Exzentrizität der Ellipse. Schließlich schneidet man die Strecke 
C'F-^ = C'F^ von 0' beiderseits ab bis Ä' und JB' und erhält so den großen 
Durchmesser A B\ Die weitere Konstruktion der Ellipse ist nun leicht. 
Konstruiert man noch die bekannten Ellipsen über 0' X' uud O'Y' bez. 
über O'Z' und 0'Y\ so sieht man^ daß die Umrißellipse den Kreis 
und die beiden zuletzt genannten Ellipsen umschließt. Die verlängerten 
O'X' und O'Z' müssen die ümrißellipse in den aus Fig. 51a bekannten 
Punkten P' und Q' bez. JR' und S' treffen. — Die gestrichelten Teile 
liegen vor^ die punktierten hinter der Bildebene. 

Legt man die Bildebene in Eig. 51a nicht als Berührungsebene^ son- 
dern yerschiebt man sie parallel^ bis sie durch geht^ so ändert sich 
die projektiyische Figur nicht im mindesten. 




Aufgabe 49. Durch einen geraden Kegel ist ein schiefer 
Schnitt zu legen und die Schnittfigur in wahren Verhältnissen 
zu zeichnen (^ = \, (d = 45^). 

Durch einen beliebig gewählten Punkt A' des in der Bildebene 
liegenden Achsenschnittes SAB (Fig. 52) werde ein Schnitt senkrecht 
zur Bildebene unter 30^ Neigung zur Grundebene gelegt. Die Schnittgerade 
AB' mit dem Achsenschnitt erscheint unverkürzt. Ebenso treten uns die 
Punkte 0' und Pi' in natürlicher Lage auf AB' als Schnitte der Strahlen SO 
und SB entgegen. Zur weiteren Punktbestimmung der krummen Schnittlinie 
bedienen wir uns wieder der Längsschnitte^ die durch SO^ SB und andere 
Strahlen der Bildebene senkrecht zur letzteren gelegt werden; hier sind 
es die Dreiecke SCB, SPQ usf. Diese treffen die Schnittebene in 
CD' und B'Q\ die ihrerseits wieder auf der Bildebene senkrecht stehen 
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und daher unter 45^ zur Horizontalen geneigt erscheinen. Man hat für 
■C und P' usf. außerdem noch die Seitenlinien SC und SP usf. als Orter. 
Die Konstruktion ergibt sich hieraus unmittelbar^ nur wird man mehr 
Punkte als in Fig. 52 festlegen. — Um die Schnittlinie in wahrer Gestalt 
zu haben^ beachte man wie beim Zylinder^ daß Ä'JB' wiederum in natür- 
licher Größe aus der Figur entnommen werden kann. Die Lote CD' 
und P'Q' in 0' und E' müssen dagegen in doppelter Größe (wegen 
q = i-j in die Nebenfigur übernommen werden. Über die Natur der Schnitt- 
linie läßt sich ohne weiteres nichts sagen. Wir benutzen deshalb zur näheren 
Prüfung die Berührungskugeln des Dandelin entsprechend dem Zylinder. 

Legt man (Fig. 53^ eine genaue ISTachbildung Yon Fig. 52 unterWeglassung 
des Unwesentlichen) die Berührungskugeln M^ und M.^ des Kegels so ein^ 
daß zugleich die Schnittebene in F^ und F^ berührt wird^ so lassen sich 
weitere Eigenschaften der Schnittlinie auffinden. Als Orter für 31-^ und 
31^ hat man zunächst die Achse SO und dann^ wie beim Zylinder^ die 
Winkelhalbierenden bei Ä' und B\ Die Berührungskreise zwischen Kegel 
und Kugel L^P^N^ und L^P.yjS^ sind leicht zu konstruieren^ nur enthält 
ihre Ebene diesmal nicht M^ und M^ wie beim Zylinder. — Kun läßt sich 
sofort erkennen^ daß AF^ = ÄL-^ und AF^ = AL.^ {38), Daraus folgt 
durch Addition: AF^ + AF,^ = AL^ + AL, = X 4 = A A - -^"i ^"^2 = ^'^'^ 
Die Gleichheit mit AB' geht insbesondere daraus hervor^ daß in dem Dreiecke 
SAB' die Großkreise erster Hauptlage yon M-^ und M^ zugleich Lmenkreis 
bezw. Außenkreis sind; hiernach ist bekanntlich die Tangentenstrecke L^L^ 
gleich der Grundlinie AB'. Bezeichnet man wie früher AB' mit 2a, so er- 
sieht man^ daß A F^ -{- A F^ = 2a. Dasselbe gilt für B' . Wir haben jetzt nur 
noch einen beliebigen Punkt P zu untersuchen. Die zugehörige Seitenlinie 
schneide die Berührungskreise in. P^ und Pq. Nun ist PF^ = PP^ (38) 
und PF,=^PP,. Somit PF, + PF, ==PP, + PP, -- P.^P, = L,L, 
= N,N^ = AB' = 2a. Wir finden somit^ daß diese Schnittlinie des Kegels 
dieselbe charakteristische Eigenschaft hat wie diejenige des Zylinders^ 
daß sie also eine Ellipse mit der Hauptachse 2a^^) und den 
Brennpunkten F, und F, ist.*) 

Weiterhin erkennen wir hier die Ellipse als Zentralprojektion 
(yergl. Einleitung) eines Kreises. Das Projektionszentrum ist S, der Kreis 
ABCP) ist der Gegenstand und die Ebene des schiefen Schnittes ist die Bild- 
ebene. Während bei der Parallelprojektion des Kreises ein Projektionszylinder 
auftrat^ haben wir hier einen Projektionskegel. Die Zentralprojektion des 
Kreises geht in Parallelprojektion über^ wenn das Projektionszentrum in 
der Richtung OS ins Unendliche rückt. Ferner gibt die Zentralprojektion 

*) Bringt man auch hier die Ellipsenebene mit den Ebenen der Berührungs- 
kreise M-, und ilfg ^"^^^^ Schnitte in U-^V-, und TJ^V^^ so ist jede dieser Geraden 
Leitlinie zur Ellipse. (Vergl. Anm. 31.) 
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des Kreises wiederum einen Kreis^ wenn die Bildebene Ä'B'C'D' parallel 
ÄBCD wird. 

Sieht man A'B'C'I)' als Gegenstand und ÄBCD als Bildebene an^ 
so erkennt man umgekehrt, daß das zentralprojektivische Bild einer Ellipse 
ein Kreis sein kann. In diesem 
Falle ist der Projektionskegel ein 
elliptischer^ während er vorher 
ein Kreiskegel war. 

Denkt man sich S als Licht- 
punkt und die Kugel ilf^ als un- 
durchsichtig an der Schnittebene 
liegend^ so ist ihr Schlagschatten 
auf die Ebene eine Ellipse, in deren 
Brennpunkt die Schnitt ebene Yon 
der Kugel berührt wird. ^^) 

Allfgalbe 50. Durch einen 
geraden Kreiskegel soll ein 
schiefer Schnitt so gelegt wer- 
den^ daß er einer Seitenlinie -p-^ ^^3 
parallel läuft (q = j^ co = 45^)- 

Bei der Yorigen Aufgabe wurde stillschweigend vorausgesetzt^ daß 
der schiefe Schnitt alle Seitenlinien träfe. Denkt man sich aber die 





Fig. 54. 

Schnittebene so aus der Lage der Fig. 53 gedreht^ daß sie parallel SB 
liegt^ so erleidet ohne Zweifel auch die Schnittlinie eine wesentliche 
Änderung; indem sie weder auf dem Kegel selbst noch auf seinem Scheitel- 
kegel zum Zusammenschluß kommt. 

Müller u. Presler, Projektionslehre. A. 



Die punktweise Konstruktion des 
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Sclirägbilcles geschieht nach der bisherigen Methode der Längsschnitte 
(Fig. 54). Die Pnnkte Ä\ G und H sind bereits durch die Schnittlinie 
Ä'J^ die in der Bildebene liegt^ festgelegt. Auf dem Achsenschnitte SCD 
liegen außerdem die Punkte C und D'^ die dadurch bestimmt sind^ daß 
CD' senkrecht zur Bildebene steht und daher im Bilde unter 45^ Jzur 
Horizontalen durch 0' verläuft. Für einen beliebigen Punkt P' zieht 
man zuerst die beliebige SB^ dami durch B die Parallele zu CD bis zum 
Schnitte in P und Q mit dem Grundkreise. Das Dreieck SP.Q ist nun 
ein Längsschnitt^ auf dessen Seitenlinien man zwei weitere Punkte P' und 
Q' in bekannter Weise finden kann. — Auch die Darstellung der Schnitt- 
linie in natürlichen Verhältnissen yoU- 
zieht sich ganz wie bei Aufgabe 49. Hier 
zieht man den Strahl Ä'J und überträgt 
unmittelbar aus der Figur die unverän- 
derten Strecken J-'P'; Ä'O'^ AJusf. Die 
Lote in B'^ 0\ J usf. müssen alsdann in 
doppelter Länge (wegen ^ = -|) über- 
tragen werden. Die Figur zeigt^ daß die 
Zweite der Linie immer weiter ausein- 
andergehen. Diese Linie heißt Parabel 
Es liegt nun nahe^ die Eigenschaften 
des vorliee^enden Sonderfalles mit Hilfe 
der Dan d elin sehen Berührungskugeln zu 
untersuchen Li Fig. 55 liegt der Mittel- 
punkt der inneren Kugel (nicht be- 
zeichnet) wiederum auf der Achse SO 
und auf der Halbierenden des Winkels SAJ. Der gezeichnete Haupt- 
kreis berührt SA in L und AJ in F. Der Berührungskreis zwischen 
Kugel und Kegel ist LBN. Die Bildkonstruktion dieser Linien hat nacli 
dem Früheren keine Schwierigkeiten. Eine äußere Berührungskugel ist 
nicht mögiicli; da die Halbierende des Winkels AA J aus einfachen 
Gründen parallel SO läuft. Verlängert man nun noch Parabelebene und 
Berührungs ebene LBN bis zum gegenseitigen Schnitte in UV^ so hat 
man diejenige Gerade erhalten^ die in den früheren Betrachtungen Leitlinie 
(Direktrix) genannt wurde. Ihr Bild wird leicht gefunden durch den 
Schnitt von JA und NL in W und durch, eine Gerade TJVy die durch 
W unter 45^ Neigung zur Horizontalen verläuft. 

Bezieht man nun die Parabelpunkte auf den Berührungspunkt F und 
die Leitlinie^ so findet man zunächst für A ^ daß die Abstände AF und 
AW gleich sind. Denn AF = AL {38) und AW = AL (Dreieck 
ALW ist gleichschenklig); somit AF = AW. Wir fassen nun einen 
beliebigen Punkt P der Parabel heraus und ziehen die Abstände PF und 
PQ. Man sieht sofort, daß PF=PB {38). ISTun ist durch die Parallelen 
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QP imcl SB eine Ebene bestimmt (8)^ in der die Seitenlinie SRF liegt. 
Zieht man daher QN^ so muß diese durch R gehen. Die Dreiecke SRN 
und PQR sind ähnlich. Da nun ÄjR JN^ gleichschenkelig ist^ so muß diese 
Eigenschaft auch für PQR gelten, somit PQ = PR, und PF=^PQ. 
Hieraus folgt, daß die Parabel als geometrischer Ort für alle Punkte an- 
gesehen werden kann, deren Abstände von einem festen Punkte (Brenn- 
punkt) und einer festen Geraden (Direktrix) gleich sind. 

Die weiteren Betrachtungen der Aufgaben 49 und 50 können auch 
hier durchgeführt werden. ^^) 




G,C, 



Fio-. 56. 



Aufg'albe 51. Durch einen geraden Kegel soll ein schiefer 
Schnitt so gelegt werden, daß er zwei Seitenlinien parallel 
läuft (q = h G5 = 450). 

Diese Aufgabe bezweckt, die weitere Entartung der Schnittlinien 
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zu prüfen, wenn die Drehung der Sclinittebene durch J,'*) (Fig. 56) 
noch über die Parallellage hinaus erfolgt. In Fig. 56 soll der Schnitt 
zur Grundebene unter 80^ geneigt sein. Man ersieht, daß nicht nur 
der gegebene Kegel, sondern auch sein Scheit elkegel geschnitten 
wird. Die Schnittlinie in der Bildebene A'J^B'J^ bildet auch hier den 
Ausgang für die Bildkonstruktion. Zu den Punkten Ä' und J5' findet man 
ohne weiteres vier andere Punkte, indem man durch J^ und J^ die Paral- 
lelen zu G^D-^ und C2D2 zieht. Weitere Punkte P' und Q'^ F'' und Q'' 

werden durch Längsschnitte mit den Mit- 
tellinien SE^^ und Äi?2 erhalten. Bei letz- 
terem ist zu bemerken, daß die Seiten- 
linie SP2 weiter nach außen fällt als Sl)2 
und beinahe zur Randlinie wird. — Die 
Darstellung der krummen Linie, die aus 
zwei Asten besteht, in natürlichen 
Yerhältnissen vollzieht sich wie früher; 
hierbei erscheint zunächst das obere Ast- 
stück kürzer als der untere, indessen kann 
seine Verlängerung leicht durch Erweite- 
rung: des Scheitelkeo'els o^efunden werden. 




O.e. 



Fio^. 57. 




Beide Äste erstrecken sich ins Unendliche. Die Linie heißt H^qierbel. 

Um weitere Eigenschaften aufzufinden, legen wir (Fig. 57) die Dandelin- 

schen Berührungskugeln an. Man findet ihre Mittelpunkte ilf^ und 31^ durch 

die mehrfach erwähnten Winkelhalbierenden. Die Berührungspunkte des ge- 



'•■■) In allen Figuren zu den Aufgaben 49, 50, 51 ist die Form des Kegels 
sowie die Lao-e des Punktes A' auf SA festgehalten worden. 



Hosted by 



Google 



§ 6. Schrägbilder von Körperschnitten. 53 

zeichneten Hauptkreises seien F-^^^L-^undN-^ bezw. F^^L^ undiVg; ^i^ Berühriings- 
kreise mit dem Kegel: L^P^N^ und L^P^N^. Von den beiden Scheitelpunkten 
A' und JB' läßt sich folgendes nachweisen: A! F^ = Ä' L^ (38) und Ä' F-^ 
= Ä'L^. Somit AF^ - A'F^ = A'L, - Ä L^ = L^F^ = N^N^ = AB\ 
Betrachtet man nämlich die Hauptkreise M^ und M^ als Außenkreise 
am Dreieck SÄB\ so ergibt sich leicht die Gleichheit der Grundlinie 
AB' mit den Tangentenstrecken L^L^ und N^N^ auf den Schenkelseiten. 
Ähnliches ergibt sich für B\ Wir wählen jetzt einen beliebigen Punkt P 
und ziehen die Abstände PF^ und PF^. Nun ist PF^ = PP^ (38) und 
PF^ = PP^. Durch Subtraktion ergibt sich PF,^ - PF^ = PP^ - PP^ = 
P^ Pg = L^L^ = N^ N^ = AB\ Der Scheitelabstand AB' wird nun auch hier 
als Hauptachse (2a) bezeichnet. Es ergibt sich also der Satz: Die 
Hyperbel ist aufzufassen als der geometrische Ort für alle 
Punkte^ deren Abstandsdifferenz in bezug auf zwei feste Punkte 
konstant (2a) ist. Die beiden Punkte heißen Brennpunkte. 

Von den beiden Leitlinien der Hyperbel ist nur die eine bei A 
angedeutet^ indem durch den Schnitt W^ zwischen J^A und N-^Li die 
Senkrechte TJ^W^ zur Bildebene gezogen ist. 

Aufgabe 53. Durch eine Kugel ist ein Schnitt so zu legen^ 
daß er in gegebenem Abstände Yom Mittelpunkte verläuft 

(</ - i; ^ = 45^)- 

Von der Kugel (Fig. 58) sind zunächst drei Großkreise in den drei 
Hauptlagen gezeichnet: der Äquator J_5J_' sowie die beiden Meridiane ACA 
und CBC Der Abstand 0' des Kugelschnittes sei so in der Bildebene 
gewählt^ daß OA und OC durch die Schnittlinie PIJ halbiert werden. 
Da der Kugelschnitt senkrecht zur Bildebene stehen soU^ so bestimmen bereits 
die Schnittlinien SS' und VV mit dem iiquator bez. mit dem Meridian 
BCC yier weitere Punkte des Schnittkreises PVSTJ. Alle Sehnen 
dieses Kreises^ die parallel SS' bez. BO laufen^ stehen senkrecht zur 
Bildebene und erscheinen unter 45^ zum Horizont geneigt. Ihre Länge 
ist gleich der Hälfte derjenigen entsprechenden Sehnen^ die man dem 
Hilfskreis über PU entnimmt. Hier sind drei solcher Sehnen gezogen 
(durch 1, 2, 3)^ deren Richtung hier zufällig wegen der Speziallage des 
Kugelschnittes mit QQ\ PIl\ TY usf. zusammenfällt. Auf diese Weise 
ist das elliptische Bild des Kugelschnittes leicht punktweise festzulegen. 



Anhang zu § 6: Schattenkonstruktionen. 

Aufgabe 53. Man soll den Schatten eines Würfels auf der 
Grundebene in schräger Parallelperspektive zeichnen (y^ 20^). 

Der Würfel AB CT) . . . aus Fig. 9 werde yorausgesetzt^ seine Grund- 
ebene I ist hinreichend verlängert^ um den Schlagschatten aufzunehmen. 
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Denkt man die Liclitstralilen Yon links oben kommend*) (also in andrer 
Richtung als die projizierenden Sehstrahlen^ die Yon rechts oben kommen)^ so 
entwerfen sie auf der Grrundebene eine Schattenfigur jSi^'G'iTi) (Fig. 59)^ 
die man ansehen kann als Schnitt der Grrundebene mit einem Strahlen- 
prisma ^ das den Würfel umhüllt und als Leitlinie die gebrochene Linie 
BFGHD hat. Faßt man die auf I lotrechten Strecken BF, CG, DH usf. 
ins Auge^ so laufen deren Schattenstrecken BF', CG\ DH' parallel. Ihre 
Richtung hängt ab Yon der Stellung der sehr weit gedachten Lichtquelle 
(Sonne). Wir können daher yon vornherein eine bestimmte Richtung fest- 
setzen^ in Fig. 59 z. B. verlauf en die Strahlen derart^ daß sie zugleich der 
vertikalen Bildebene parallel und dabei unter einem gewissen Winkel^ der 




Fig. 59. 

ebenfalls willkürlich angenommen werden kaiin^ gegen die Grundebene 
geneigt sind. Hier werde angenommen^ daß *die lotrechten Strecken in 
ihren Schattenstrecken eine Verlängerung auf das doppelte erfahren, 
daß somit 5i^' = 2BFusf. Die zur Grrundebene parallelen Strecken i^G^, GH 
usf. werfen Schatten, die in Wirklichkeit gleichlang und parallel FG . . . 
sind. Die der Sonne abgewandten Flächen BCGFund CDGH des Würfels 
liegen ebenfalls im Schatten, d. h. sie besitzen Eigenschatten. Die oben 
erwähnte gebrochene Linie, die Licht von Schatten trennt, heißt Dämme- 
rungslinie. Nach diesen Betrachtungen ergibt sich als Konstruktion 
die folgende: Ziehe durch B die Horizontale und schneide auf ihr 2 BF 
ab bis F\ Verfahre ebenso für CG und DH. Der Schatten von ÄF 
ist virtuell**) und fällt nach ÄF, sodaß F- F' G' H' den Schatten der 
Deckfläche darstellt, während der Schatten der Bodenfläche mit ihr selbst 
zusammenfällt. 

Man sieht, daß die Schattenkonstruktion, die zur Hervorhebung der 
Schrägbilder aus der Grrundebene wie überhaupt aus der Umgebung gute 
Dienste leistet, nichts anderes ist als eine schräge Parallelprojektion eben 
auf diese Grrundebene. Man hat daher hier strenö- zu unterscheiden zwischen 



'"") Li der Pfeilrichtung. 
^''■■) D. h. er kommt nicht wirklich zu Stande. 
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Selistralilen und Liclitstralilen. Erstere fallen liier von oben rechts 
ein^ liier für q = ^ und co = 20^^ und haben eine Vertikalebene als Bild- 
ebene; letztere kommen Yon oben links (hier für q == 2) parallel zur ver- 
tikalen Bildebene (g3 = 0); der Neigungswinkel i der Lichtstrahlen gegen 
die Grundebene (zugleich Höhe der Sonne) beträgt rund 27^^ denn cot i = 2. 

Aufgabe 54, Der Schatten desselben Würfels wie in voriger 
Aufgabe soll für eine andere Strahlenrichtung konstruiert 
■werden (|, 20^). 

In Fig. 60 ist das Schrägbild des Würfels wie vorher entworfen. 
Aus den bisherigen Betrachtungen geht hervor^ daß die Lichtstrahlen die 
verschiedenartigsten Richtungen haben können. Jetzt soll diese Richtung 
so liegen^ daß ZAvar die Länge der Schattenstrecke für eine lotrechte 




Fig. 60. 

Strecke {CG usf.) doppelt so groß sein soll als diese^ daß aber die 
Lichtstrahlen nicht parallel zur vertikalen Bildebene^ sondern derart 
verlaufen sollen^ daß die Schattenstrecken CG' usf. einen Winkel von 
ebenfalls 20^ zur Horizontalen (z. B. AC) bilden sollen.*) Demnach ist 
in Wirklichkeit CG' = 2CG, BH' = 2BH, AE' == 2AE und BI' = 2 AB. 
Da nun aber diese Schatten gleichzeitig als Schrägbild für die vertikale 
Bildebene erscheinen^ so sind 2 CG' usf. auf ~ zu verkürzen^ d. h. CG' 
erscheint als jCG usf. Somit haben wir folgende 

Konstruktion: Ziehe durch C den Strahl unter 20^ zur Horizontalen 
und schneide darauf -CG ab bis G\ Verfahre ebenso für BH^ AB usf. 
Hierdurch erhält man den Schlagschatten CG'H'B'A. Die sichtbaren 
Flächen haben keinen Eigenschatten. Die Dämmerungslinie ist CGHEA^ 
der Schatten der Deckfläche F' G' H' E' . 



■^) Mit anderen Worten, die Strahlen kommen von vorn oben, ähnlich 
wie in Fig. 5, daher hierfür r/ = 2^ co = 90^. 
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Aufgabe 55. Dieselbe Scliattenkonstruktion wie in Auf- 
gabe 54 ist auszuführen unter der Voraussetzung^ daß der 
Schlagschatten zum Teil auf eine Vertikalebene fällt (^ = f; 
CO = 20^; q' = 2, co' =^ 90^). 

Die Vertikalebene JJlaufe parallel der Schrägbildebene und liege so nahe 
am Körper^ daß ein Teil des Grrundschattens virtuell Avird; d.h. er wird ge- 
brochen und fällt als reeller Schatten in die Vertikalebene. Sieht man zu- 
nächst ganz Yon der Ebene 77 ab^ so ergibt sich als Grundschatten CG'H'jE'Ä 
wie in Fig. 60. Faßt man nun einen Randstrahl^ etwa GG' heraus ^ so 
trifft dieser die Vertikalebene in G'' ] entsprechend durchstechen die übrigen 
ßandstrahlen in 77''^ E'\ Diese Punkte bestimmen den Vertikalschatten^ 
und es fragt sich^ wie man sie festlegt. I^un schneidet CG' die Achse XX 
in P^ sodaß PG' vertikal ist. Damit hat man für G'' die Orter: GG 




Fig. 61. 

und das Lot in 7^ auf 7. Der betreffende Achsenschnittpunkt für HH' fällt 
mit F' zusammen^ denn Ebene 77 ist so gelegt^ daß XX gerade F' 
trifft. Der Acbsenschnitt für FE' ist Q. Die Konstruktion geschiebt so: 
Ziehe durch C den Strahl unter 20^ zur Horizontalen ÄG und schneide 
auf ihm jCG ab bis G\ Im Schnitte P mit XX' errichte das Lot bis 
zum Schnitte (?" mit GG'. Nacli demselben Verfahren bestimme 77'' 
und F'\ Die räumlich gebrochene Schattenlinie ist nun CFG' H' F" QÄ. 

Nach diesen vorbereitenden Aufgaben lassen sich die meisten einfachen 
Körper mit Schlagschatten versehen. Man brauclit nur für einen beliebigen 
Punkt P den Fußpunkt Pj seines Lotes auf die Grrundebene zu bestimmen. 
Konstruiert man nun zu PF-^ unter den gegebenen Bedingungen für die 
Richtung der Lichtstrahlen (q, m') die Scbattenstrecke^ so erhält man durcli 
Verbindung solcher Punkte die Schattenlinie. Zu beachten ist^ daß wie oben 
die Verzerrungszahlen q und co' durch q und cd des Schrägbilds beeinflußt werden. 

ilbuilgsailf gaben: 1. Der Mittelscbnitt eines regulären zehnseitigfen 
Prismatoides (einer sog. Trommel) ist zu konstruieren (die Grundflächen 
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sind reguläre Fünfecke^ die so gegeneinander verdreht sind^ daß die 
Seitenfläclien zu gleiclisclienkligen Dreiecke werden). 

2. Durch, den Würfel in Diagonalstellung (Fig. 45) sind zwei wag- 
rechte Schnittehenen so zu legen^ daß der obere durch die Punkte D^ G, F^ 
der untere durch ^jffCgeht; auch ist die hierbei herausgeschnittene Scheibe 
mit ihrem Mittelschnitte für sich zu zeichnen. 

3. In dem Würfel Fig. 46 sollen zu der Schnittebene PQR . . , U 
parallele Schnitte durch A und A' gelegt und die hierdurch heraus- 
geschnittenen Scheiben für sich dargestellt werden. 

4. In demselben Würfel sind außer PQJR... ü die übrigen drei 
schiefen Schnitte nach Art der Aufgabe 44 zu konstruieren. 

5. Das Oktaeder (Fig. 47) soll nach Art der Aufgabe 45 noch durch 
drei andere schiefe Ebenen geschnitten werden. 

6. Dasselbe Oktaeder ist parallel ADE zweimal so zu schneiden^ daß 
die Schnitte durch Drittelspunkte von AB gehen; außerdem sind die ent- 
stehenden Scheiben für sich darzustellen. 

7. Ein liegendes Oktaeder (Fig. 23) ist parallel zur ßodenfläche 
mitten durchzuschneiden. 

8. Dasselbe Oktaeder soll parallel der Bodenfläche in drei gleichdicke 
Scheiben zerlegt werden. 

9. Man soll durch ein gerades^ dreiseitiges^ reguläres Prisma in ein- 
facher Lage schiefe Schnitte unter Neigungen yon 30^^ 45^ und 60^ zur 
Grundebene führen. 

10. Wie bei Nr. 9 für ein gerades fünf seifiges^ reguläres Prisma. 

11. Die Aufgaben 9 und 10 sind entsprechend auf die gerade Pyramide 
anzuwenden. 

12. Konstruiere bei Aufgabe 9 — 11 die Schnittfigur in wahrer Größe 
und entwirf das Netz des Körpers mit Schnittlinie.*) 

13. Lege durch einen geraden Zylinder schiefe Schnitte unter 45^ 
und 60^ Neigung zur Grundfläche und zwar so^ daß die Grundebene in 
einem Punkte (etwa B in Fig. 50) getroffen Avird; zeichne außerdem die 
Schnittfigur in wahrer Gestalt. 

14. Rolle den Mantel des Zylinders auf Grund der Aufgabe 48^ sowie 
die Mäntel der Zylinder aus Übungsaufgabe 13 nebst der Schnittlinie ab. 
(Man zerlegt hierbei den Umfang des Grundkreises in gleiche Teile und 
benutzt die zugehörigen Seitenlinien.) 

15. Man soll durch einen geraden Kegel einen schiefen Schnitt so 
legen^ daß die Grundebene eben getroffen wird (etwa in B Fig. 52); auch 
soll die Schnittfigur in wahrer Gestalt gezeichnet werden. 



'••*) Die Seitenkanten der Pyramide müssen nebst den zugehörigen Schnitt- 
punkten zuerst in wahrer Größe durch Nebenkonstruktion dargestellt werden, 
da sie im Bilde nur ausnahmsweise in wahrer Gestalt erscheinen. S. auch übungs- 
auf o-abe 16. 
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16. Wickle den Mantel des Kegels aus Aufgabe 49 (Fig. 52) nebst der 
Sclinittlinie ab. [Man zerlegt den Umfang des Grundkreises in gleiche 
Teile^ zieht die zugehörigen Seitenlinien und konstruiert zuerst die Seiten- 
linien (SP) und ihre Teile (SP') in wahrer Länge durch rechtwinklige 
Dreiecke, z. B. SEP, SB'P\] 

17. Durch einen geraden Kegel soll ein Parabelschnitt so gelegt 
werden, daß die Grrundfläche halbiert wird; auch soll die Schnittfigur in 
wahrer Gestalt dargestellt werden. 

18. Die Parabel aus Fig. 54 ist auf das Doppelte zu verlängern und 
in natürlicher Größe zu zeichnen. 

19. Wickle den Mantel der Kegel aus Ubungsaufg. 17 und 18 nebst 
der Schnittlinie ab. VergL Anm. zu 16. 

20. Ein hyperbolischer Schnitt (yergl. Fig. 56) soll parallel zur Kegel- 
achse gelegt und die Schnittfigur in wahrer Größe dargestellt werden. 

21. Der obere Hyperbel-Ast (yergl. Fig. 56) ist ebensoweit zu kon- 
struieren als der untere, sodaß also B'J^ == A J^ wird. 

22. Die Mäntel der beiden Kegel yon Fig. 56 nebst der hyperbolischen 
Schnittlinie sind abzuwickeln. 

23. An einer Kugel sind durch schiefe Schnitte Zonen, Segmente 
und Sektoren darzustellen. 

24. Konstruiere Schlagschatten in beliebigen Richtungen zu den ein- 
facheren, bisher behandelten Körpern. 

§ 7. Schrägbilder von Körper durclidringungen. 

Aufgabe 56. Man soll ein Kreuz aus drei quadratischen 
Balken konstruieren (|-, 45^). 

Die drei Balken (Fig. 62) durchdringen einander so, daß der Würfel 
AP CD . . . allen gemeinsam ist. Die nicht gemeinschaftlichen Teile er- 
scheinen als Quader, die den sechs Würfelflächen aufgesetzt sind. Bei der 
Konstruktion beginnt man daher mit dem Würfel, der in bekannter Weise 
für C[ = \ und cd = 45^ festgelegt wird. Die Verlängerung der Kanten AP^D C, 
GF, HE usf. um die natürliche Länge der Kreuzesarme liefert die frontalen 
Balken. Um den orthogonalen Balken darzustellen, yerlängert man die 
Kanten AH, PE usf. um die Hälfte der Armslänge (wegen q = ~). 

Aufgalbe 57. Die Durchdringung zweier Würfel ist zu zeich- 
nen, die sich in Diagonalstellung befinden, und zwar so, daß 
der eine gegen den anderen um 60^ yerdreht ist (|^, 30^). 

In Fig. 63 sei EGFB{P) der Hauptwürfel (nach Fig. 2&). Denkt 
man sich diesen in horizontal durchschnitten, so entsteht das regelmäßige 
Sechseck JKLMNP (ygl. Fig. 45). Dreht man den unteren Teil um die 
Achse PE, dann gelangt A yertikal unter G, H unter P' und C unter D5 
außerdem entstehen an den Schnittlinien JK, PM und NP einspringende 
Keilwinkel. Die Vertikale GA schneidet die Verlängerung des kleinen Durch- 
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messers OQ des Sechseckes in S^ und es ist SG = SÄ] ferner treffen die 
verlängerten EG^ BA und OQ m JR zusammen^ da alle diese Linien in 
einem Achsensclinitte liegen. Entsprecliendes gilt für die anderen Ecken. 
Konstruktion: Nackdeni man den Hauptwürfel mit seinem Mittel- 
sclinitte nach Maßgabe der Fig. 26 und 45 gezeichnet hat^ zieht man die 

E 



A 


/ 








Gl .'-'' 

;f-c 










v\ 




A D 




J 


A 


. 1 


A 


y- 


--K- 


\ 

1 




i 






/ j 


X- 


B 

7 


e' 










A 




B 





R^ 




R 



Fig. 62. 



Fiö-. 63. 



kleinen Durchmesser OQ^OQ usf. und fällt von Gy jPund D die Vertikalen G G^ 
FS' usf. auf die verlängerten Durchmesser. Die Verlängerung dieser Lote um 
sich selbst (oder ihr Schnitt mit BB^ B' B . . .) ergibt Ä^ If und C. Ihre Ver- 
bindung mit Jy Ky L, üf ; Ny P liefert endlich das Bild der Durchdringung.^^) 





Aufgabe 58. Zwei liegende Oktaeder sind gegeneinander 
um 30^ verdreht; man soll das Schrägbild der Durchdringung 
konstruieren (j^ 20°). 

Ein liegendes Oktaeder ist bereits in Fig. 23 als Schrägbild ent- 
worfen. Auch hier legt man als Hilfsebene einen Mittelschnitt; der ein 
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regelmäßiges Secliseck (Fig. 64) erzeugt. Nun drelit man den oberen Teil 
um die Achse OS' um 30^. Dadurch kommt D yertikal über P\, Ä über JB 
und P über C zu liegen. Zugleich ersieht man^ daß die Deckfläche PÄD 
nicht mehr die Gegenlage zur Bodenfläche hat wie in Fig. 23. — Die Kon- 
struktion kann nun wie bei Aufg. 57 ausgeführt werden; oder man legt 
durch S die Strecke QP parallel Q' C und zeichnet hierzu das Dreieck PÄD. 
Aufgabe 59, Man soll im Schrägbild ein rechtwinkliges 
Knie konstruieren^ das aus zwei aneinander stoßenden^ regel- 
mäßigen Prismen gebildet wird (|-^ 20^). 




Fis^. 66. 



Fi^. 67. 



Bei einfacher Lage der beiden sechsseitigen Prismen (Fig. 65) stoßen 
die entsprechenden Kanten aufeinander in Punkten^ die auf einem schief- 
liegenden Sechseck liegen müssen. Man legt daher zunächst die beiden 
Prismen (yergl. Fig. 12) mit den Achsen ilf ill^ und MM^ in bekannter 
Weise fest-, hierbei bedarf es nur der Grundflächen A-^P^^C-^ . . . bez. J-2^2 ^2 • • • 
Die Schnitte der Seitenkanten durch ^4-,^ und A^ ^ B^ und B^ usf. ergeben 
dann in A, B usf. die ö'ewünschten Punkte der Durch drinö'uno^sfio'ur. 

Aufgabe 60. Zwei gerade Kreiszylinder durchdringen ein- 
ander zentral und senkrecht; man soll das Schrägbild der 
Durchdringung zeichnen (|-^ 45^). 

Das Bild der beiden Zylinder mit den Achsen 0^ und Og ist (nach 
Fig. 19 bezw. 50) leicht festzulegen. Ihre Schnittlinien liegen in Ebenen. 
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die unter 45^ gegen die Aclisen geneigt sind (Fig. 66). Man hat es daher 
mit Ellipsen zu tun. Es handelt sich hier nur daruni^ das elliptische 
Bild dieser Ellipsen festzulegen. Für die Ellipse^ die Yon links oben 
nach rechts unten läuft ^ ist der Durchmesser PB leicht zu bestimmen. 
Die Punkte P und B sind nämlich durch den Schnitt der äußersten Seiten- 
linien links und rechts des yertikalen Zylinders mit den äußersten Seiten- 
linien oben und unten des horizontalen Zylinders zu finden. Ein zweiter 
Durchmesser QS wird bestimmt durch den Schnitt jener vertikalen Seiten- 
linien mit den äußersten Seitenlinien Yorn und hinten am horizontalen 
Zylinder. Da man es hier mit konjugierten Durchmessern zu thun hat^ 
so ist damit die Konstruktion nach Fig. 15 gefunden. — Entsprechend der 
vorigen Aufgabe lassen sich auch weitere Punkte der Ellipse durch zu- 
sammengehörige Seitenlinien finden In Fig. 66 hat man daher in den Achtels- 
punkten J_;i, ^ B^^ C-^^ D^ bez. J.2; ^2; ^2T ^2 ^^^ Kreisumfangs die Seitenlinien 
gezogen^ die durch ihren Schnitt die Ellipsenpunkte T^ V^ Wy ü erzeugen, 
— Die zweite Durchdringungsellipse^ die von rechts oben nach links unten 
läuft^ schrumpft wegen unserer Wahl der Verzerrungszahlen (oj = 45^) für 
das projizierende Auge zu einer Strecke zusammen. 

Aufgabe 61. Eine Durchdringung von Kegel und Kugel ist 
für den Fall zu konstruieren^ daß die Kugelmitte auf der Kegel- 
achse liegt (l^ 45^j. 

Der Achsenschnitt SAB des Kegels liegt in der Bildebene. Das Schräg- 
bild ist daher einfach zu konstruieren. Der Kugelmittelpunkt liege in 0. 
Ihre elliptische Umrißlinie ist genau nach Fig. 51b gezeichnet unter An- 
deutung zAveier Großkreise. Die Durchdringungskurven müssen bei der 
einfachen Wahl der Verhältnisse eben sein^ d. h. sie sind Kreise. Die 
Mitte des unteren Kreises liegt auf der Achse SM und auf der Sehne Ä' B' 
des ersten Großkreises. AB' ist daher ein Durchmesser des elliptischen 
Bildes. Die Strecke G'B' unter 45^ zu Ä' B' gibt bei einer Verkürzung 
auf j den konjugierten Durchmesser^ wodurch die Ellipse bestimmt ist. 
Der obere Kreis wird ganz entsprechend konstruiert. Bei der Ausführung 
ist besonders darauf zu achten^ daß die sichtbaren Teile an den Rändern 
deutlich gezeichnet werden. 

tjbimgsailfgalbeii: 1. Ein Kreuz wie Fig. 62 ist in anderen Ansichten 
zu zeichnen. 

2. Ein Andreaskreuz*) aus zwei Balken zu zeichnen^ deren Querschnitt 
quadratisch ist und die auf der horizontalen Ebene aufstehen. 

3. Zwei Würfel stehen mit der Grundfläche auf der Horizontalebene; 
der eiae ist gegen den anderen bei gemeinsamer Hauptachse um 45^ ver- 
dreht; man soll das Durchdringungsbild zeichnen. 

4. Zwei stehende Oktaeder, deren Hauptachsen in derselben Vertikalen 



'-■') J). i. ein Kreuz in X-Form. 
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liegen^ sind parallel gegen einander yersclioben (nicht gedreht); die Durch- 
dringung ist zu zeichnen. 

5. Die Durchdringung der Fig. 65 ist zu einem Kreuze zu erweitern 
und zwar in verschiedenen Lagen des Kreuzes (IL und IIL Hauptlage). 

6. Ein Dreibalken-Kreuz ist aus sechsseitigen Prismen aufzubauen. 

7. Die Übungsaufgaben 5 und 6 sollen für achtseitige Prismen gelöst 
werden. 

8. Konstruiere Fig. 66 für g = f und co = 30^ in yerschiedenen 
Hauptlagen (horizontal und lateral). 

9. Man soll ein Dreibalken- Kreuz aus Zylindern zeichnen. 

10. Die Durchdringung zweier konachsialer Kegel ist zu konstruieren. 

11. Eine Durchdringung zwischen Zylinder und Kegel soll in konachsialer 
Lage gezeichnet werden. 

12. Kugel und Zylinder durchdringen einander in einfachster Lage; 
man soll die Durchdringungsfigur in schräger Parallelprojektion finden. 

§ 8. Anwendungen aus der Krystallographie. 

Die Krystalle sind diejenigen Naturkörper^ an denen geometrische 
Formen am reinsten auftreten; daher ist die Darstellung ihrer Schrägbilder 
eine wichtige Aufgabe des Krystallographen. ^^) Von den Krystallen der 
regulären Klasse sind in den vorhergehen Paragraphen bereits Würfel 
und Oktaeder ausgiebig behandelt. Wir knüpfen an diese Konstruktionen 
an und stellen zunächst die 

Aufgabe 62. Ein ßhombendodekaeder (Grranatoeder) soll in 
schiefer Parallelperspektiye gezeichnet werden^'); (j^ 20^). 

Wie für die meisten Krystallbilder wählen wir auch hier q = J und 
CO = 20^ (Fig. 68). Die Bildebene werde durch die Hauptachse P P' und 
die zweite ISTebenachse BB' gelegt^ während die erste Nebenachse AÄ' 
orthogonal stehen soll. Das Achsenkreuz des regulären Systems ist 
somit ohne weiteres festzulegen^ womit auch die Randecken Ä^ JB^ A\ JB' 
bestimmt sind. Da das Parameteryerhältnis des Krystalles den Wert 
1 : 1 : oo hat^ so benutzt man diese Zahlen zur Festlegung weiterer Punkte, 
Betrachtet man z. B. die Fläche ABQQ, die PP' parallel läuft^ so er- 
kennt man^ daß Diagonale QQ' yertikal yerläuft; man hat daher als ersten 
Ort für Q (bez. Q) die Vertikale durch die Mitte Pi (parallel zu PP'). 
Um einen zweiten Ort zu finden^ benutzt man die Nachbarfläche APQT^ 
die parallel BB' liegt; ihre Diagonale QT geht durch die Mitte S yon 
AP^ läuft horizontal (parallel BB') und ist somit der zweite Ort für Q. 
Dabei ist zu bemerken^ daß AB und AP Kanten eines ein beschriebenen 
Oktaeders sind. Die übrigen Eckpunkte werden ähnlich festgelegt. 

Konstruktion: Die Achsen PP' und PP' werden uny erzerrt gezeichnet. 
Dann zieht man durch unter 20^ Neigung zu BB' den Strahl und 
schneidet jOP= OA^ OÄ ab. Durch die Mitte P yon AB legt man 
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die Parallele zu OP und durch die Mitte S Yon ÄP die Parallele zai PB' 
bis zum gegenseitigen Schnitte in Q. Weiterhin schneidet man auf der 
Yerlängerten QR die gleiche Strecke PQ';> sowie auf der verlängerten QS 
die^ gleiche ST ^h und erhält so Q' und T. Die Vertikale durch T be- 
stimmt T und die Parallele durch T zu ÄÄ' die Ecke U^ von der aus 
man ü' durch die Parallele zu P erreicht. Durch geeignete Verbindung 
dieser (sichtbaren) Ecken erhält man das Bild des Granatoeders. 

Aufgabe 63. Ein Pyramidenwürfel (Fluoritoeder)*) mit dem 
Parameterverhältnis 1 : 2 : oo soll konstruiert werden (g = j^ 
CO = 20«). 

Die Ecken C^D^P^Fust (Fig. 69) sind die Ecken eines einbeschriebenen 
Würfels^ dessen Achsen um eine gewisse Strecke kürzer sind als die Achsen des 
Pyramidenwürfels; man geht daher von diesem Würfel aus und hat dadurch 
bereits acht Ecken der gesuchten Figur festgelegt. Um P näher zu be- 
stimmen^ beachte man^ daß z. B. die Fläche PDP parallel ÄÄ' liegt und 
die anderen Achsen nach dem Verhältnis 1 : 2 schneidet. Fällt man daher 





Fi^. 69. 



von P das Mittellot PS auf DE^ so muß es die verlängerte OP in einem 
Punkte T derart treffen, daß 0T=2 0P. In der Dreiecksebene POT 
liegt auch der Stichpunkt Q von OP mit der Deckfläche des Innenwürfels, 
somit QS = 2PQ. Da nun Q und S leicht zu bestimmen sind, so ist 
auch P festgelegt und damit die Hauptachse PP' des Pyramidenwürfels. 
Endlich ist BP' = PP\ während AÄ auf jPP' verkürzt erscheint. 

Zur Konstruktion legt man zuerst einen beliebigen Würfel GDE... 
fest und zeichnet seinen Mittelschnitt QSQ'S\ Hierauf verlängert man 
OQ und schneidet QP = jQS ab. Auf der Würfelachse OB wird dann 
0B= OP und auf der zur Bildebene senkrechten Würfelachse die Strecke 
OÄ = ~0P abö'etraö'en. 

'■■') Fluorit = Flußspat; obige Form kommt auch bei Gold und Kupfer vor. 
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Allfgalbe64. Ein Pyramiden-Oktaeder (Galenitoeder)"^') mit dem 
Parameteryerhältnis 2:1:1 soll konstruiert werden (q = j^ cd = 20^). 
Die Festlegung des Achsenkreuzes 0^ X YZ gescliielit wie vorher. Die 
Fläche PX^ Zj^ (Fig. 70 a) schneide auf den ISTebenaclisen die Längeneinheit 
OX^ und Y-^y auf der Hauptachse die Länge 2 ab. Faßt man die drei Ebenen 
OXY^ OYZ und OZX, welche ein rechtwinkliges Dreikant bilden^ näher 
ins Auge^ so ersieht man^ daß die Fläche FX^Y^ die Grrundebene OXY 
in der Geraden (Spur) X^ Y^ und die beiden anderen Ebenen in den 
z Spuren X^Z^ und Y~^Z^ schnei- 

den muß^ Avobei Parameter 
0Z, = 2 0X^=^2 0Y^=^2 0Z^. 
Entsprechend sind die Spuren 
der Fläche FY^Z^ der Reihe 
nach : Y-^ Z^ ^ Z^ X^ und I^^ Xg ^ 
wobei Parameter 0X^^=2 OX^ 
usf. Endlich hat die dritte 
Fläche FX-^Z^ die Spuren 
X-^ Z^ ^ X-^ 1^2 "Lind Z-^ Y^ ^ wenn 
OY^ = 2 OX-^ usf. Je zwei 
der Krystallflächen^ etwa 
PX^Z^ und P1\Z^ haben 
~ eine Schnittlinie Z^P^ deren 
Verlängerung hier durch den 
Schnitt S zwischen X-^ Y^ und 
Y^X^ gehen muß^ denn auch 
S ist ein gemeinsamer Punkt 
der beiden Flächen. Da nun 
S durch Parameter und Spu- 
ren bestimmt ist^ so ist auch 
Z^S als Ort für P festgelegt. 
In ähnlicher Weise findet 
man noch Y^R und X^Q als 
i weitere Orter für P. Diese 

Fig. 70 a. Betrachtung des oberen^ vor- 

deren und rechten Oktanten 
am Kry stall läßt sich ohne weiteres auf den Gregenoktanten unten an- 
wenden^ daher haben wir folgende 

Konstruktion: Schneide auf dem Achsenkreuz eine beliebige Längen- 
einheit als Parameter ab = OX^ = OY-^^ = OZ-^] ebenso den Parameter 2 
bis Xg; ^2 ^^^ ^2 7 ^^i OY^ und OY^ unter Berücksichtigung der Ver- 
kürzung auf y. Sodann zieht man die Spuren X^Y^ und X^^^ bez. 1^2 X^^ 




*) Galenit = Bleiglanz. 
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Fiff. 70b. 



und 1^2 ^1 sowie Z^ X^ und Z^ Y^. Ihr Schnitt in Q^ Jiund 8 ergibt durch Z^Sj 
Y^H und X^ Q den Punkt P. Im unteren Quadranten hat man nur noch OZ/ 
= 0Z^ und OZ^ -= OZ^ abzuschneiden^ um die nötigen Spuren und Orter für 
P' zu haben. Die Konstruktion der übrigen sicht- 
baren Oktanten links (oben und unten) ist ohne 
Schwierigkeit. Überträgt man die so erhalte- 
nen Eckpunkte (mit der Nadel) auf ein an- 
deres Blatt^ so erhält man das Bild Fig. 70b. 

Aufgabe 65. Das Schrägbild eines 
Deltoid-Ikositetraeders (Analcimoeders) 
ist zu konstruieren für das Parameter- 
yerhältnis 1:2:2 (g - i; g? = 20«). 

Während bei dem Pyramidenoktaeder die 
Flächen eines Oktanten so liegen ^ als wenn 
sie einem Oktaeder aufgesetzt wären^ sind bei 
dem Ikositetraeder die Flächen so gelagert^ daß 
sie nur eine Achse wirklich treffen^ 
diebeiden anderen Achsen dagegen' 
erst in der Verlängerung. Fläche 
Z^PQE z. B. (Fig. 71) schneidet 
auf der Hauptachse den Parameter 
0Z^(=1) wirklich ab^ während 
auf den Nebenachsen die Parameter 
0X2 und OY, (= 2) in der Ver- 
längerung gebildet werden. Die- 
selbe Fläche erzeugt mit den ver- 
tikalen Achsen ebenen die Spuren /' 
Z^ X^ und Z^ r^.*) Ähnliche Verhält- 
nisse zeigen die übrigen Flächen des ^ 
Oktanten. So gibt X^FBS auf der 
Grrundebene die Spur X^ Y^ und auf 
einer der yertikalen Achsenebenen 
die Spur X^ Z^ . Ferner hat Fläche 
Y^PQS die Grundspur Y-^X^ und 
die Seitenspur Y^Z^. Die Grund- 
spuren X^ Y^ und Y^ X^ treffen ein- 
ander in Sj der also ein gemein- 
samer Punkt der zuletzt betrachte- 
ten Flächen ist. Nun ist auch Z^ 
ein gemeinsamer Punkt ^ somit ist 
die Schnittlinie der beiden Flächen durch Z^ 




Fig. 71. 
und S bestimmt. In der- 



*) Die Spur mit der Grundebene OXY ist, als überflüssig, nicht gezeichnet. 

Müller 11. Presler, Projektionslehre. A. 5 
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selben Weise legt man die Schnittlinien Y^B und X^Q fest^ deren gegen- 
seitiger Schnitt ebenfalls den Punkt P liefert. Bei der Konstruktion be- 
nutzt man die Hilfslinien der Fig. 70 a^ nur werden andere Kanten heryorge- 
hoben. Die dreiflächigen Ecken P und P' haben dieselbe Lage^ dagegen 
Yerlaufen ihre Kanten beim Pyramidenoktaeder nach den Achsen hin^ 
beim Ikositetraeder zwischen den Achsen.^^) 

Aufgabe 66. Das Sclirägbild eines Hex'akisoktaeders (Dia- 
mantoeders) ist zu bestimmen für das Parameterverhältnis 

1:2:3, {q - h ^ = ^^')' 

Wessen der vielen Linien in der Grundebene OXYisi hier ausnahmsweise 

CO = 30^ gewählt worden, um die Linienführung deutlicher zu macben. In 
' Fig. 12 ist nur der Oktant vorn 

oben rechts dargestellt und 
vom Achsenkreuze nur die 
betr. Achsenarme. Wir be- 
trachten zuerst die Fläche 
Z^PQ'^ sie schneidet auf OZ 
den Parameter OZ^ = 1, auf 
Y den Parameter Y^ = 2^ 
auf OX den Parameter OX^ 
= 3 ab. Die drei Spuren mit 
den Achsenebenen sind daher: 



X 




X Y 



trägt 



Z^X^. 



Von 



Z,Y, 



Bildung einer Kante bei, weil 
sie weit genug nach zu 
liegt. Die Nachbarfläche Zj^ PP 
schneidet auf OZ ebenfalls 
OZ-^ = 1, dagegen auf den 
anderen Achsen Yo = 3 



und OXo 



Fig. 72. 
2 ab; hierdurch entstehen die Spuren: X^ Fg, ^3^1 ^^^^^ 



Z^X^ {Y^Z^ ist als unwesentlich nicht gezeichnet). Von diesen trägt nur 
Z^X.^ zur Bildung einer Kante bei, denn auch sie liegt näher an als 
z. B. .Z^Xg. Außerdem aber gelangen die beiden Flächen zum Schnitte in 
der Kante Z^Pj deren Lage folgendermaßen bestimmt wird: Die Kante 
Z^T ist die Schnittlinie zwischen den Spurdreiecken Z^ Y^X^ und Z^ Y.X^. 
Nun schneiden sich die Grundspuren Y^X^ und Y^X^ in S' j somit muß 
auch die Schnittlinie (und verlängerte Kante Z^'P) durch 8' gehen. Auf 
diese Weise sind die von Z^ ausgehenden Kanten Z.^ (), Z^P und Z^P der 
Lage nach bestimmt, wodurch zugleich je ein Ort für ^, P und P ge- 
wonnen ist. Führt man diese Betrachtung auch für die Punkte Y^ und X^ 
durch, so erhält man Richtungslinien für die Kanten Y^ /S, Y^ §, Y^ P bezw. für 
X^P, X^S und X^P ^ wobei die Spurpunkte Q' und P' auftreten. Der 
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gegenseitige Sclmitt der innersten Spurlinien liefert die Ecken Q^ 11 
und S, während die Sclinittlinien Z^S'^ Y^B' und X-^Q' die Ecke P be- 
stimmen. 

Zur Konstruktion schneidet man auf jedem Arm des Achsenkreuzes 
die Parameter 1, 2 und 3 ab^ zieht von X^^ Y^ und Z^ die Spurlinien nach 
Zgj Y^^ Xg bis zum gegenseitigen Schnitte in Q,B^S. Weiterhin zieht man 
durch Xg; Tg; Z^ die Spurlinien nach Z^^ Y3 und Xg bis zum gegen- 
seitigen Schnitte in Q'^ B' und S'. Die passende Verbindung der Punkte 
gibt den gesuchten Oktanten. Die Zeichnung der übrigen Oktanten ist 
lediglich eine Wiederholung des Yorhergehenden.^^) 

Aufgabe 67. Von einem regulären Tetraeder ist das Schräg- 
bild zu konstruieren {~^ 20^). 

Da das Tetraeder der Halbflächner des regulären Oktaeders ist^ so legen 



^-— - 





Fig. 73b, 



wir der Analyse das Schrägbild des regulären Oktaeders (Fig. 73 a) zu Grunde. 
Die obere Kante QB des Tetraeders (Dachkante) wird durch den Schnitt der 
Wechselflächen FAB und BÄ B' erzeugt und läuft deshalb AB bezw. AB' 
parallel; während die untere Kante ST (Kielkante) parallel AB' und AB ist. 
Aus ähnlichen Gründen ist QS\\ FB bezw. F'B' und BT \\ BB' bezw. 
B'B. Endlich läuft Kante QT\\AB' bezw. AB und BS\\BA bezw. 
P'A. Hiermit sind die Tetraederecken mehr als hinreichend durch Orter 
bestimmt; sodaß sich noch Proben für die Richtigkeit der Konstruktion 
ergeben. Man hat demnach durch die sechs Oktaederecken die angegebe- 
nen Parallelen bis zum gegenseitigen Schnitte in Q^ B^ S und T zu ziehen. 

Denkt man sich zu dem Oktaeder den umbeschriebenen Würfel für 
dieselben Krystallachsen (Fig. 73b); so sieht maU; daß am Würfel die 
Plächendiagonalen QS^ SB^ BT ^ TQ (im Zickzack); sowie TS und QB 
je zweien der Oktaederkanten parallel sind. Demnach bestimmen diese Dia- 
gonalen ohne weiteres ein Tetraeder; wie die Figur unmittelbar zeigt. Die 
sechs anderen Diagonalen bestimmen alsdann das sog. negative Tetraeder. 

Diese Eigenschaft des Würfels eignet sich am besten zur raschen 



Hosted by 



Google 



68 



I. Abschnitt. Schräge Parallelprojektion. 



Zeiclmung eines Tetraeders. In Fig. 73 c ist auf solche Weise die Durch- 
dringung des positiven und negativen Tetraeders dargestellt; das negative 
ist schraffiert. Die Ecken Q, X^ V^ R sowie U, S^ W sind Würfelecken^ 
die Ecken P^ P'^ Ä^ JB, P' sind Oktaederecken. Zugleich haben wir hier 
das Bild eines oktaedrischen Sternkörpers und eines tetraedrischen Durch- 
kreuzungszwillings (Diamant). 

Aufgabe 68. Ein Pentagondodekaeder (Pyritoeder) für das 
Par am et er Verhältnis l:f :oü soll konstruiert werden^ (^ = 1; ca = 30^). 

Der Kry stall ist der Halbflächner (Hemieder) zum Pyramiden würfet. 
In Fig. 74 ist ein Pyramidenwürfel für obige Verzerrungszahlen (ge- 
strichelt) dargestellt; P^ Ä und P sind die Pyramidenspitzen oben^ vorn 
und rechts; die zugehörigen Würfelflächen sind CDEJ^ CDFH und 




:::.T 



DEFG. Die Bezeichnung ist durchaus entsprechend Fig. 69."^) Die Vorder- 
kante KK' des Dodekaeders entsteht durch Erweiterung der Pyramiden- 
würfelflächen AJDF und AGH^ sie muß durch A gehen und parallel der 
Hauptachse FF' verlaufen. Hierdurch ist ein Ort für K bezw. K' ge- 
wonnen; ein zweiter ergibt sich aus der Überlegung^ daß die obere Dode- 
kaederfläche LMDKC derart liegt ^ daß ihre Mittellinie FTJ ebenfalls 
durch K geht; U ist aber die Mitte der Würfelkante CB. Entsprechend 
erhält man für K' einen zweiten Ort. Die Hinterkante parallel KK' 
wird in derselben Weise festgelegt. Die Polkante LM ist parallel PP'; 
außerdem wird M durch die Mittellinie BS bestimmt. Für L sowie für 
L' und M' gilt Ähnliches. Die Randkanten durch P und B' laufen parallel 
AA und werden durch die Mittellinien AV {AV) begrenzt. Die Würfel- 
ecken C, B, Ey J^ H usf. bleiben als Ecken am Dodekaeder bestehen^ so 
daß hiermit alle Kanten bestimmt sind. 



^) Indessen ist dort ca = 20^. 
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Zur Konstruktion legt man zuerst einen beliebigen Würfel mit den 
Halbachsen OQ = OB fest. Dann bestimmt man P so^ daß PQ = j QS."^) 
Die einzelnen Teile des Pyramidenwürfels werden dann wie in Fig. 69 
gezeichnet. Hierauf zieht man durch A und A' die Parallelen zu PP\ 
durch B und JS' zu AA'^ durch P und P' zu PB\ Schließlich zieht 
man die Mittellinien PU^ AV^ PS usf. und erhält so die Ecken des 
Pyritoeders. 

Zu bemerken ist^ daß die Pünfecksilächen symmetrisch sind inbezug 
auf die Linien PK^ MB, AV usf.^ wie aus ihrer Erzeugung hervorgeht. 
x\uch sind sie kongruent. Dagegen sind die Fünfecke im allgemeinen 
nicht regulär.^^) 

In Fig. 74 sind für den fingierten Fall^ daß ein platonisch-reguläres 
Dodekaeder vorliegt (vgl. Anm. 40)^ die zwölf Mittelpunkte der Fünfecke durch 





je zwei Mittellinien festgelegt und mit 1^ 2^ 3^ . . . bezeichnet. Überträgt 
man eine gewisse Anzahl dieser Punkte, etwa 1;2^3 nebst dem Achsen- 
kreuz in eine besondere Figur 75^ so lassen sich die übrigen leicht finden. 
Punkt 3 liegt nämlich symmetrisch zu 2 inbezug auf AA'^ Punkt 4 sym- 
metrisch zu 1 inbezug auf PP'^ ebenso 9 zu 5^ 7 zu 1 usf. Die Ver- 
bindung dieser Punkte ergibt daher ein platonisches Ikosaeder^ das aber eben- 
sowenig wie das vorausgesetzte Dodekaeder im Mineralreiche auftritt.**) 
Konstruiert man zu einem beliebigen Pyramidenwürfel beide Dode- 
kaeder^ das positive und negative***)^ so erhält man die Durchdringung 
Fig. 76 (i, 200). Hierin sind C, D, E, H, F, G usf. die bekannten Würfel- 
ecken. Über je einer Würfelfläche erheben sich zwei einander durch- 
kreuzende Dächer. Die Kanten A.C, AD, AF, AH sowie PI) und PC, 

*) Vergl. Aufg. 63. 
**) Über eine Kombination, die große Ähnlichkeit mit dem Ikosaeder hat, 
siehe später Fig. 83. '^'**) Hier für 1:2: oo. 
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F' F und P' Hy JBD und BF sind Kanten des Pyramidenwürfels und 
lassen ihn als Kernkörper wieder hervortreten. Wir haben hier einen 
Sternkörper und zugleich einen Durchkreuzungszwilling (Eisenkies). ^^) 



Die Konstruktion von Krystallkombinationen ist im allgemeinen 
als Durchdringungs aufgäbe (vergl. § 7) anzusehen. Wäre z. B. die Kom- 
bination von Oktaeder und Würfel verlangt^ so müßte man um denselben 
Mittelpunkt und für dieselbe Lage (nicht Länge) der Achsen die beiden 
einfachen Krystallgestalten zeichnen und die Durchdringungslinien fest- 
legen. Li vielen Fällen läßt sich dagegen einfacher verfahren^ wie aus 
folgenden Beispielen hervorgehen wird. 

Aufgabe 69. Eine Krystallkombination zwischen Würfel 
und Oktaeder soll konstruiert werden (~^ 20^). 

Li Fig. 77 a denke man sich zunächst einen Würfel in bekannterWeise voll- 
ständig festgelegt (hier sind der Übersichtlichkeit wegen nur dieVorderflächen 
gezeichnet). Wenn eine Oktaederfiäche BCD die Würfelecke Ä abstumpft^ 
so schneidet sie die Stücke AB = ÄC = ÄD ab^ denn sie steht auf der 
Körperdiagonale (der sog. hexaedrischen Achse) senkrecht. Diese Betrachtung 



r 




ü 




Fig. 77 a. 



Fig. 77 b. 



gilt für jede Ecke. Zur Konstruktion schneidet man daher an jeder 
Ecke diese Stücke ab und zwar bei Ä die Strecken AB und AD in na- 
türlicher Größe^ die Strecke AC in Verkürzung. Man erhält so statt der 
Würfelquadrate je ein Achteck^ als Deckfläche z. B. BCF . . . Für diesen 
einfachen Fall^ bei dem der Würfel im Übergewicht ist (Bleiglanz); be- 
darf man also nicht einmal der Achsen. 

Hat dagegen das Oktaeder das Übergewicht (Kobaltkies)^ so sind die 
Achsen von großem Nutzen. In Fig. 77b denke man sich, das Oktaeder 
voll ausgezeichnet mit den Achsenarmen OA^ OB^ OP usf. Sollen nun 
die Würfelflächen ein gegebenes Stück AA' = BB' = PP' auf den Achsen 
abschneiden^ so sind die neu entstandenen Ecken durch Parallelen zu den 
Achsen bestimmt^ also z. B. die Ecken bei P durch die Parallelen in P' 
zu OA und OB. Die Konstruktion hat hiernach keine weiteren Schwierig- 
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keiten. Übrigens ließe sich diese Kombination auch ohne Achsen zeichnen^ 
wenn man von den Punkten C^ D^ E^ F ausginge^ die auf dem frontalen 
Achsenschnitte liegen. 

Aufgabe 70. Eine Kombination zwischen Rhombendode- 
kaeder und Oktaeder ist im Schrägbild zu zeichnen (Magnet- 
eisenerz). (|-^ 20^.) 

Für den Fall^ daß das Rhombendodekaeder im Übergewicht ausgebildet 
ist^ sei in Fig. 78 zunächst das volle Dodekaeder gezeichnet. Durch die 
Oktaederflächen werden die hexaedrischen Ecken Q^ T, T' usf. abgestumpft 
Da nun auch ^P; AT^' usf. oktaedrische Kanten sind^ so müssen diesen 
die Randkanten der Abstumpfungsdreiecke parallel laufen. Außerdem werden 
von den (kleinen) Diagonalen QT^ TT' der Rhomben gleiche Stücke beider- 
seits abgeschnitten. 

Hierauf gründet sich nun folgende Konstruktion: Ziehe die großen 
und kleinen Flächendiagonalen des Dodekaeders^ schneide auf den kleinen 





Fio-. 79. 



Diagonalen von S^ W . . . aus gleiche Stücke ab (z. B. VW^ und ziehe durch 
die erhaltenen Schnittpunkte Parallelen zu den oktaedrischen Kanten (ÄB'^ 
AP usf.). 

Aufgabe 71. Eine Kombination zwischen Rhombendode- 
kaeder und Würfel soll konstruiert werden (Granat). (~^ 20^.) 

Auch hier wird das Dodekaeder im Übergewicht angenommen. Wir be- 
nutzen am einfachsten die Achsen wie in der vorletzten Aufgabe. An den 
Achsen des vollgezeichneten Dodekaeders (Fig. 79) werden gleiche Stücke 
von aus bis P'^ JB' und A (hier unter Berücksichtigung der Verkür- 
zung) abgeschnitten. Durch diese Punkte sind nun in bekannter Weise 
kleine Quadratflächen zu legen^ deren Ecken die Dodekaederkanten treffen. 
Das vordere (bezw. hintere) Quadrat befindet sich dann in der ersten 
Hauptlage^ die anderen in der zweiten und dritten. 

Die Konstruktion ist hieraus leicht ersichtlich. 
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Aufg'albe 72. Eine unvollkonimene Form der Kombination des 
Würfels mit Oktaeder soll konstruiert werden (Bleinitrat). (~^20^.) 

Die Fig. 80 stellt in den punktierten Linien eine Kombination dar^ 
bei der Würfel und Oktaeder im Grleicligewicbt sind. Bei einer ^^Auf- 
wacbsung^^ können sich die Flächen nicht vollkommen entwickeln. Es 
kommt sogar yor^ daß einzelne Flächen überhaupt nicht mehr vorhanden 
sind. In unserer Figur ist der Krystall in einer Flacbe parallel JBJH aufge- 
wachsen und statt der ursprünglichen 6 + 8 = 14 Flächen sind nur noch 8 
vorhanden. Die parallele Aufwachsungsfiäcbe erzeugt überall parallele 
Schnittlinien A' E' , E' F\ F' C usf.^ die hier durch die Mitten der alten 
Kanten gelegt sind. Die Konstruktion ist hiernach einfach. 



G..:: 



A(:; 




D 



E 

Fig. 80. 




Aufgabe 73. Eine Kombination zwischen einem positiven 
und negativen Tetraeder soll konstruiert werden^ wenn die 
Acbsenlänge des negativen größer ist als die des positiven 
(Borazit). (|, 20^.) 

Die Zwillingsgestalt in Fig. 73 c stellt schon eine Kombination dieser 
Art da für den Fall^ daß die Achsenlängen gleich sind; bei einer idealen 
Kombination würden die Ecken des Sternkörpers wegfallen und ein 
Oktaeder übrig bleiben^ das man als Kombination zweier Tetraeder auf- 
fassen müßte ^ wenn die physikalische Beschaffenheit der betr. positiven 
und negativen Flächen verschieden wäre. Da nun obige Aufgabe eine 
Erweiterung in sich trägt^ so gehe man (Fig. 81) von dem positiven 
Tetraeder QRST (aus Fig. 73a) aus. Die Flächen des negativen Tetraeders 
schneiden an den Ecken des positiven gleiche Strecken ab^ z. B. QQ^ = 
QQ, = QQb - SS, = SS, = SS, usf. 

Ferner ist die Fläche Q, Q, Q, wegen ihrer Entstehung aus dem 
Oktaeder als Ganzfiäcliner (Holoeder) parallel EST] ebenso S^^S^gÄg h QRT 
usf. Daher Q^Q,^ \\ RS, Q,Q, \\ ST, Q^Q, \\ TB. Übrigens ist auch zu be- 
achten^ daß ^3 die Kante QT in demselben Verhältnisse teilen muß wie Q, 
die Kante QR, woraus ebenfalls der Parallelismus folgt. 

Die Konstruktion verläuft daher so: Man schneidet auf QR ein be- 
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liebiges niclit zu großes Stück QQ-^ ab^ zieht durcb Q-^ die Parallele zu 
RS bis zum Sclmitte Q2 mit QS^ dann durcb Q^ die Parallele zu ST 
bis zum Scbnitte Q^ mit QT. Die Strecke SS2 wird nun gleich QQ2 
gemacht^ wodurch die Ecke S abgestumpft wird; entsprechend verfährt 
man bei J? und T. 

Aufgabe 74. Eine Kombination zwischen Tetraeder und 
Würfel ist zu konstruieren (Borazit). (-|^ 20^.) 

Wir nehmen an^ das (positive) Tetraeder sei im Übergewichte ausge- 
bildet (Fig. 82). Es liegt nahe^ hier die Entstehung des Tetraeders aus 
dem Würfel (vergi. Fig. 73b) zu Grunde zu legen. Soll sich das Tetraeder 
mit einem Würfel kombinieren^ so muß hier die Würfelachse kürzer sein 
als die Tetraederachse; alsdann werden durch die Würfelflächen Streifen 
längs der Tetraederkanten abgeschnitten^ deren Langseiten parallel den 
Flächendiagonalen des Würfels laufen. 




Fiff. 82. 




Man konstruiert daher zuerst einen Würfel QVRX^ USW, zieht 
die Diagonale ÜV^ schneidet von der Mitte Ä beiderseits beliebige 
(kleine) Stücke ab und legt durch die erhaltenen Schnittpunkte die Paral- 
lelen QiS-^ und Q2S2 zu QS. Auf der Deckfläche zieht man QR und 
durch Q^ die Parallele hierzu; der hierdurch auf XV bestimmte Abstand 
von P wird nach der anderen Seite abgetragen^ wodurch die obere Ab- 
stumpfungsfläche begrenzt wird. Die übrigen Flächen schließen sich in 
natürlicher Weise an. 

Aufgabe 75. Eine Kombination zwischen Pentagon-Dode- 
kaeder und Oktaeder soll für den Fall dargestellt werden^ daß 
beide im Gleichgewicht sind (Kobaltglanz). (-|^ 20^.) 

Betrachtet man zunächst ein beliebiges Dodekaeder (vgl. Fig. 74; doch 
ist angenommen^ daß es ein krystallo graphisches mit symmetrischen^ 
nicht kongruenten Fünfecken sei)^ so sieht man sofort ^ daß die Ab- 
stumpfung durch das Oktaeder an den hexaedrischen Ecken C^ D, E^ 
H^ Fj G erfolgen muß. Die Diagonalen MK^ KWj WM sind wegen der 
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vSynimetrie gieicli^ daher wird bei JD das gleichseitige Dreieck (Fig. 83) 
KMW erzeugt. Dasselbe geschieht an den übrigen hexaedrischen Ecken. 
Die von den Fünfecken übrig bleibenden Dreiecke KLM^ K' V M' usf. 
sind natürlich gleichschenklig. In obiger Figur ist zunächst ein Dode- 
kaeder für das Paranieterverhältnis 1 : 2 : oo gezeichnet^ worauf durch die 
genannten Diagonalen die Oktaederflächen herausgeschnitten sind. Diese 
Kombination wird zuweilen für ein platonisch-reguläres Ikosaeder gehalten.'^^) 



Die Konstruktionen quadratischer Krystallformen sind so einfach^ 
daß sie hier den Übungsaufgaben (25 — 33) überwiesen werden. Yon beson- 
derem Interesse aber ist die Darstellung der hexagonalen Krystallklasse. 
Einzelne Formen sind bereits früher soweit behandelt worden (yergl. z. B. 




S 



f^^esc 




r:=r 



Fi^. 85. 



die Fig. 12, 48, 49, 65), daß die Konstruktion der holoedrischen Haupt- 
formen keine Schwierigkeit mehr bietet. Wir wenden uns daher sofort 
zu den Kombinationen. 

Aufgalbe 76. Konstruiere eine Kombination zwischen einem 
hexagonalen Prisma und einer Doppelpyramide (ooP-P, Quarz). 
(i20o.) 

Zur Grundlage für die geometrische Analyse nehme man das Achsen- 
kreuz der hexagonalen Krystallklasse OX^YZ (ßig. 84). Es ist leicht fest- 
zulegen nach Art der Fig. 11. Die Kombinations ecken J_, A\ i?, B' usf. 
liegen alsdann um gleiche Strecken vertikal über oder unter X, Y, Z usf. 
Die Konstruktion ist hiernach sehr leicht. — Läßt man die aufgesetzten 
Pyramiden weg, so hat man die Kombination des Prismas mit der basischen 
Doppelfläche (oo P - OP). Vergl. auch die hexagonale Tafel Fig. 12. 

Aufg'abe 77. Man soll eine hexagonale Kombination zwischen 
Prisma, Doppelpyramide und basischer Doppelfläche konstruie- 
ren (oo P . P • OP, Apatit, Phosphorspat). (-|, 20^.) 
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Zuerst wird man hier die Kombination zwischen Prisma und Doppel- 
pyramide auf Grund der vorigen Aufgabe konstruieren; die Spitze der 
oberen Pyramide sei S (Fig. 85). Man hat dann nur noch durch diese 
Pyramiden Parallelschnitte in beliebiger Höhe zu legen; somit ist PQlÄB, 
QU II BC usf. Dasselbe gilt für den unteren Pol des Krystalls. 

Aufgabe 78, Zeichne eine Kombination des hexagonalen 
Prismas mit Doppelpyramide erster und zweiter Ordnung (oo P 
.P.2P; Quarz). (|, 20^) 

Geht man yon der Kombination zwischen Prisma und Doppelpyramide 
erster Ordnung aus (Fig. 84)^ so sieht man^ daß die Flächen der vorliegen- 
den Pyramide zweiter Ordnung (2P')^ welche auf der Hauptachse den 





doppelten Parameter abschneiden^ Abstumpfung der Ecken Ä^ B, C usf. her- 
vorrufen. Die Abstumpfungsflächen selbst sind Rhomben^ deren Seiten den 
benachbarten Polkanten parallel laufen^ also z. B. P^Pg || PÄ-^ . Außer- 
dem ist zu bemerken^ daß die Ecken ^^, P^^ C-^ in derselben Höhe liegen. 

Die Konstruktion erfolgt daher so: Man schneidet von der Kante 
AB, die der Bildebene parallel ist^ gleiche Stücke ÄÄ^^ = BB2 ab und 
zieht durch P^ die Parallelen zu Ä^P und C^P, wodurch sich der Rhom- 
bus leicht ergänzen läßt. Ahnlich verfährt man bei Ä. Den Anschluß der 
übrigen Ecken findet man leicht. Die Rhomben erscheinen natürlich pro- 
jektivisch verzerrt. 

Aufgabe 79. Man soll das Rhomboeder zu einer gegebenen 
hexagonalen Doppelpyramide im Schrägbilde zeichnen. (^,20^.) 

Gegeben ist die Doppelpyramide P^ ABC... (Fig. 87). Die Flächen eines 
Rhomboeders entstehen durch die Erweiterung der abwechselnden Pyramiden- 
flachen^ bis die anderen verdeckt werden. So läßt man z. B. Fläche P AB 
so weit auswachsen^ bis sie mit den erweiterten Wechselflächen in den 
Kanten QE^ BP, PT und TQ zusammenstößt. Die Kante QB wird ge- 



Hosted by 



Google 



76 



I. Abschnitt. Schräge Parallelprojektion. 



bildet clurcli den Sclmitt von PAJB mit P'JBC und die Kante QT durch 
den Schnitt von F AB mit F' AG\ Hierbei tritt die Ecke Q auf^ die 
wegen der symmetrischen Lagerung der Flächen folgendermaßen festzu- 
legen ist. Sie liegt nämlich auf der Symmetralen FU des Dreiecks P AB 
und auf einer Geraden P'Y, die durch P' und den Schnitt V der beiden 
Randkanten CB und CA bestimmt ist. Da ferner BB = BQ^ JiC = CS^ 
QA = AT^ T C =- C'W ustj so sind damit sämtliche Ecken und Kanten 
des Rhomboeders gefunden. 

Konstruktion: Ziehe die Symmetrale PUy verlängere BC und CA. 
bis zum gegenseitigen Schnitte in V. Ziehe sodann P'F und verlängere 
P Ü bis zum Schnitte Q mit P' V. Verlängere ferner QB und QA und schneide 

M 




BR == BQ^ AT = AQ usf. ab. In der Figur ist das Rhomboeder nicht 
vollständig gezeichnet. Zur Probe bestimmt man übrigens noch eine 
andere Ecke (etwa eine hinten liegende) durch die entsprechende Symmetrale. 

Aufgabe 80. Ein vertikaler Hauptschnitt des Rhomboeders 
soll im Schrägbild konstruiert und in wahrer Gestalt darge- 
stellt werdem (|, 20^ 

In Fig. 88 a ist ein Rhomboederkry stall gezeichnet^ wie man ihn beim 
Kalkspat häufig findet. Unter ^^vertikalem Haupt schnitt^^ versteht man 
einen Schnitt durch die Hauptachse^ der durch eine der Polkanten geht. 
In der Figur sei das Parallelogramm PBP'W einer dieser drei Haupt- 
schnitte. Eine Diagonale ist die Hauptachse selbst und die Seiten sind 
Polkanten (PB) bez. schiefe Diagonalen (PW) der Rhombenflächen. Um 
die Strecken PB und PlU in wahrer Größe zu finden, bedienen wir uns 
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am besten des Haupt sclmitt es PQF\ der auf der Bildebene senkrecht 
steht. In der Ebene dieses Hauptschnittes liegen auch die Punkte U und 
V (die Bezeichnung ist wie in voriger Aufgabe). Sie liegen auf einem 
Lote in auf FF' und ihre Abstände yon sind aus dem basischen 
Sechseck ABC . . . zu entnehmen oder auch in dreifacher Größe (wegen 
g = l) dem Schrägbilde Fig. 88 a zu entnehmen. Fig. 88 b zeigt den Zu- 
sammenhang der Konstruktion in wahrer Gestalt. Hierdurch findet man 
Polkante F' Q = FE und P() = der schiefen Diagonale FW, — In Fig. 
88 c ist die Konstruktion des gesuchten Hauptschnittes yollendet. Von 
Fl und W sind noch die Lote nach der Hauptachse gezogen; sie teilen 
bekanntlich die Hauptachse in drei gleiche Teile."^^) 

In der Fig. 26^ 45^ 63 ist das reguläre Hexaeder wiederholt in einer 
Stellung abgebildet worden^ die an die normale Stellung eines hexagonalen 
ßhomboeders erinnert. In der Tat ergibt der horizontale Mittelschnitt auch 
ein reguläres Sechseck^ und man könnte den Würfel auch als Hemieder 
einer gewissen hexagonalen Pyramide ansehen. Derartige Würfel kommen 
aber als hexagonale Formen in der Natur nicht vor."^^) 

Aufgabe 81. Eine Kombination zwischen Rhomboeder und 
Gegenrhomboeder ist zu konstruieren (y^ 20^). 

In Fig. 89 soll das positive Rhomboeder (vergi. Fig. 87) im Über- 
gewichte vorhanden sein^ sodaß ein negatives Rhomboeder die Randecken 
Q^ Fj T . . . abstumpft. Alsdann liegen die Kanten B^F^^ ^\^2 i^ ^^^^~ 
selben Höhe über der Basis ÄB^ während ^^ ^2 i^ derselben Tiefe liegt. 
Die Symmetrale L Q^ des gieichschenkeligen Dreiecks Q^ Q^ Q^ geht nun 
durch einen Punkt J\F der Hauptachse, der durch das Parameterverhältnis 
bestimmt ist. Entsprechendes gilt für die oberen Dreiecke. — Die Kon- 
struktion beginnt daher damit^ daß man von den Endpunkten A und B 
der Achsenarme aus gleiche Stücke auf den Randkanten abschneidet^ so 
daß AQ^ = AT^ usf. Hierauf zieht man durch die erhaltenen Punkte 
Parallelen zu den horizontalen Rhombendiagonalen und erhält so die 
Kanten QiQ^2^ ^1^2 ^^^' Weiterhin schneidet man auf der Hauptachse 
den gegebenen Parameter OM =- OM' ab^ zieht die Symmetralen LM' usf. 
und bestimmt hierdurch die Punkte Q^, F^, T^ . 

Aufgabe 82. Ein Rhomboeder ist durch eine basische Doppel- 
fläche (OP) abgestumpft; man soll das Schrägbild zeichnen (|^ 20^). 

Wir gehen auch hier von dem Rhomboeder der Fig. 87 aus. So- 
lange die Abstumpfungsflächen die Randecken Q^ F^ S . . . zwischen sich 
fassen^ handelt es sich lediglich um Schnitte an den dreikantigen Polecken 
F und F\ Beide Schnitte liegen in gleichem Abstände von (Fig. 90) 
und sind gleichseitige Dreiecke; ihre Höhen LF^ und L' F^ sind Lot- 
strecken zur Bildebene und treffen zwei Polkanten. — Zieht man daher 
am oberen Pol die horizontale Strecke F^ F^^ halbiert man ferner F^ F^ in L 
und zieht durch L den Strahl unter 20^ zur Horizontalen bis zum Schnitte 
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Pg mit der hinteren Polkante^ so ist das obere Dreieck festgelegt. Hier- 
dnrcli ist mm ancli der Abstand von gefunden^ so daß aucli die untere 
Fläche leicht gezeichnet werden kann. 

Aufgabe 83. Eine Kombination Yon hexagonalem Prisma 
mit negativem Rhomboeder ist darzustellen (Kalkspat), (j, 20^.) 

Man konstruiert zuerst das negative Rhomboeder. Wenn Fig. 88 das 
normale Kalkspat-Rhomboeder E darstellt (Hauptachse = 0^85 der Neben- 
acbse)^ so wären in Fig. 91 die Flächen PQBCR^ PQAC'S usf. einem 
Rhomboeder j B zugehörige d. h. einem solchen^ dessen Hauptachse halb so 
groß (im Verhältnis) als am normalen ist. Die Prismenflächen sollen so 
in das Rhomboeder einschneiden^ daß symmetrische Fünfecke abgeschnitten 
werden^ daher BC \\ QB, AC || QS. Die Prismenkanten laufen der 
Hauptachse parallel und sind gleichlang. Ferner bilden sich bei AB usf. 
Giebelfiguren ab^ die leicht festzulegen sind. 

Man konstruiert zuerst die oberen Flächen des Rhomboeders und 
schneidet beliebig QA = QB ab. Dann zieht man BC \\ QB und AC \\ QS. 






V 



Hierauf legt man durch A^ B, C . . . gleiche Strecken parallel der Haupt- 
achse^ wodurch A'^ B\ , . bestimmt werden. Die Ecken T, U . . . werden 
durch die Giebelhöhe 31 Q = NT =^ . . . gefunden. 

Aufgabe 84. Ein negatives Rhomboeder ist mit einer hexa- 
gonalen Pyramide zweiter Ordnung kombiniert; man soll das 
Schrägbild der Kombination zeichnen (oo P' • — 2i?2; DioptasV 
(i, 20».) 

Als Rhomboeder ist in Fig. 92 ein solches gewählt^ dessen Hauptachse 
im Verhältnis doppelt so groß ist als im N ormalrhomboeder (vgl. Fig. 87 und 
88). Von den oberen Rhombenflächen werden durch die Prismenflächen Stücke 
abgeschnitten^ die selbst wieder Rhomben sind. Die Kanten der Prismen 
bleiben gleich lang und bestimmen daher mit dem unteren Pol sofort die 
unteren Rhomboederflächen. Die Konstruktion ist hiernach sehr leicht. 
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Aufgalbe 85. Das Schrägbild eines Skalenoeders soll kon- 
struiert werden>^) (|, 20^.) 

Faßt man das Skalenoeder auf als Krystall^ der sich auf den Randkanten 
eines Rhomboeders aufbaut^ so ist die geometriscbe Analyse äußerst 
einfach. In Fig. 93 seien P-^ und P^' die Pole eines Rhomboeders (nor- 
mal R) und Q, B^ S . . . die Randecken. Die Polkanten sind nicbt ge- 
zeichnet. Verdoppelt man nun die Hauptachsen bis Pg bez. Pg' und zieht die 
zugehörigen Polkanten^ so erhält man das Skalenoeder mit der Formel 2S.^) 

Aufgabe 86. Eine Kombination zwischen hexagonalem Prisma^ 
Doppelpyramide^ trigonaler Doppelp jramide und Hemi-Skaleno- 

eder soll konstruiert werden {csd F - F - -- ' ^'i Qnarz). (j^ 20^.) 





Fi^. 94. 



Die Aufgabe hat optisches Interesse.^^) Die Kombination des Prismas 
mit Doppelpyramide ist bereits in Fig. 86 konstruiert worden und zwar in 
Verbindung mit den Flächen einer Doppelpyramide zweiter Ordnung (P'). 
Da nun die trigonale Doppelpyramide lediglich das Hemieder zu dieser 
ist^ so fallen z. B. die Flächen A und A\ C und C usf. weg^ während die 
Flächen B und B' sowie die abwechselnden Paare auf der Hinterseite 
stehen bleiben. Fig. 94 ist nun so entworfen^ daß zunächst nur die Flächen 
B und B' (schraffiert) angegeben sind^ die übrigen bei D und D' sind ganz 
weggelassen^ um die Figur nicht zu belasten.**) Denkt man sich nun noch 
ein sehr spitzes Hemi-Skalenoeder hinzu^ so wird es die Flächen B und B' 



*) 18 ist daher identisch mit B. 
**) Bekanntlich sind diese Mächen oft daran kennthch, daß sie oben eine 
Streifung parallel der Kombinationskante B-^Q mit der vorderen Pyramiden- 
fläche, unten eine solche parallel der Kombinationskante mit der seitlichen 
Pyramidenfläche zeigen, wie die Figur andeutet. 



Hosted by 



Google 



80 I- Abschnitt. Schräge Parallelprojektion. 

ansclmeiclen. Man kann sich eine klare Vorstellung dayon machen^ wenn man 
Fig. 93 über Fig. 94 legt. Von den Skalenoederfiächen sind immer nur die ab- 
wechselnden Flächenpaare an den Randkanten als vorhanden zu denken (Doppel- 
liemiedrie)^ also vorn nur die Flächen P^QR und P^QB aus Fig. 93. 
Diese beiden erzeugen bei B und B' die Abstumpfungstrapeze S und S\ 
Denkt man sich diese hinreichend verlängert^ so müssen sie wieder die 
Kante QB aus Fig. 93 liefern. — Legt man auf die genaue Angabe der 
Parameter keinen Wert^ so geschieht die Konstruktion so^ daß man zu- 
nächst von Fläche B durch QU\\ B^B^ ein beliebiges Stück abschneidet 
und durch einen benachbarten Punkt B auf AB die Parallele zu QU bis 
T zieht. Der untere Teil der Figur wird dann durchaus symmetrisch dem 
oberen gezogen. Die vollständige Ausführung der Figur bei D und D' ist 
in entsprechender Weise auszuführen (vergi. Übungsaufgaben). 

Die Darstellung der Schrägbilder der regulären und hexagonalen 
Krystallklasse gibt alle Mittel an die Hand^ auch die übrigen Klassen zu 
bewältigen. Da hier bei den einfacheren Formen keine besonderen Schwierig- 
keiten vorhanden sind^ so bleibt die Ausführung den Übungsaufgaben 
überlassen. 

XJtoung'SStoflf '^) : 1. Man vervollständige die Fig. 68 auf der Rückseite. 

2. Desgleichen verfahre man für Fig. 69 mit dem Pyramidenwürfel. 

3. Konstruiere Pyramidenwürfel^ wenn in 1 : m : csd die Werte für 
m sind = f^ 3 (Flußspat)^ 5. 

4. Man konstruiere Fig. 69 so, daß PQ gleich der halben Würfel- 
kante wird.**) 

5. Zeichne die Figur zu Übungsaufgabe 3 so weit^ daß auch die hin- 
teren Oktanten angedeutet sind. 

6. Konstruiere ein Pyramidenoktaeder^ wenn in 1:1: 7n der Wert für 

7. Zeichne Fig. 70b so weit^ daß auch die hinteren Oktanten ange 
deutet sind. 

8. Konstruiere ein Deltoid-Ikositetraeder für den Fall^ daß in 1 : m : 7n 
der Wert m = 2 (Grold und Silber). 

9. Zeichne Fig. 71 so weit^ daß a) alle sichtbaren Oktanten hervor- 
treten und b) auch die hinteren Oktanteu angedeutet sind. 

*) Die Zeichnungen sind zunächst, wie bei den Grnndaufgaben, für Q = ^ 
und CO = 20^ auszuführen, dann aber auch nach Wahl für q = j> co ^ 30^; 
g := 1 CO = 60^; ^ = 1, CO = 45^. 

**) Das hierdurch entstehende Granatoeder ist also als Spezialfall des 
Pyramidenwürfels zu betrachten; seine dreikantigen Ecken treten als „Würfel- 
ecken" hervor. Püi' PQ = Null geht der Pyramiden würfel in den gemeinen 
Würfel über. 
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10. Konstruiere ein Hexakis-Oktaeder für den Fall^ daß in 1 : m : n die 
Werte gelten: m:n = \:?> (Granat)^ 2:4 (Flußspat)^ |:4. 

11. Zu dem Oktaeder (einbeschrieben in Pig.73a) soll das zweite Tetraeder 
(Gegentetraeder ^ negatives Tetraeder) gezeichnet und die Durchdringung 
der beiden Tetraeder dargestellt werden (ohne Zuhilfenahme des Würfels). 

12. Zu dem Pyramidenwürfel der Fig. 69 soll das negative Dodekaeder 
gezeichnet werden. 

13. Konstruiere hierzu den Durchkreuzungszwilling wie in Fig. 76. 

14. Die Kombination zwischen Oktaeder und Würfel ist zu zeichnen^ 
wenn die beiden einfachen Gestalten im Gleichgewicht erscheinen (Blei- 
gianz). Hier fallen z. B. die Ecken JB und K (Fig. 77 a) zusammen. 

15. Eine Kombination zwischen Oktaeder und Rhombendodekaeder ist 
darzustellen für den Fall^ daß das Oktaeder im Übergewicht ist (0 • oo 0, 
Alaun). 

16. Ebenso zwischen Würfel und Dodekaeder^ wenn der Würfel Yor- 
herrscht (oo oo • oo 0, Flußspat). 

17. Ebenso zwischen Oktaeder^ Würfel und Dodekaeder (Bleiglanz). 

18. Ebenso zwischen Rhombendodekaeder und Deltoid-Ikositetraeder 
(oü 0-202). 

19. Ebenso zwischen Würfel und Pyramidenwürfel (oo oo • oo 03^ 
Flußspat). 

20. Die Kombination der Tetraeder aus Fig. 81 ist so umzuändern^ 
daß das negative Tetraeder im Übergewichte ist und daß schließlich ein 
Oktaeder (im Gleichgewichte) erscheint. 

21. Eine Kombination zwischen Tetraeder u.nd Würfel (vergl. Fig. 82) 
ist für den Fall zu zeichnen^ daß das negative Tetraeder abgestumpft wird. 

22. Dieselbe Kombination (vergl. Grundaufgabe 74 und Übungsauf- 
gabe 21) soll so hergestellt werden^ daß der Würfel im Übergewichte ist. 

23. Eine Kombination von Pentagon-Dodekaeder und Oktaeder ist für 
den Fall des Gleichgewichtes zu zeichnen^ wenn außerdem das Dodekaeder 
das negative ist. 

24. Ebenso für den Fall^ daß das Dodekaeder im Übergewichte ist. 

25. Eine Doppelpyramide der quadratischen Krystallklasse soll ge- 
zeichnet werden. 

26. Ein quadratisches Prisma mit basischer Doppelfläche als Ab- 
schluß oben und unten ist zu konstruieren. 

27. Zeichne eine Kombination von quadratischem Prisma und Doppel- 
pyramide (ooP'P): a) wenn das Prisma im Übergewichte ist; b) wenn 
die Pyramide im Übergewichte ist. 

28. Desgl. Kombination von Pyramide und Doppelfläche (P • oP). 

29. Desgl. Kombination von Prisma^ Pyramide und Doppelfläche 

(oüP-P'OP). 

Müller 11. P r e s 1 e r , Proj ektionslehre. A. 6 
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30. Konstruiere quaclratisclie Pyramiden und Prismen zweiter Ord- 
nung mit dem Achsenkreuz (P'- oo P').*) 

31. Desgl. Kombinationen einer Pyramide erster Ordnung mit einem 
Prisma zweiter Ordnung (F - oc F\ Honigst ein)^ und zwar: a) die Pyra- 
mide im Übergewiclite^ b) das -Prisma im Üb er gewichte^ c) die Kombi- 
nation im Gleicbge wicht e (Ähnlichkeit mit dem regulären ßhombendode- 
kaeder). 

32. Desgl. Kombination oc P' - P • oP. 

33. Ein quadratisches Tetraeder ist zu konstruieren. 

34. Eine Kombination zwischen hexagonaler Doppelpyramide und 
basischer Doppelfläche soll gezeichnet werden (Phosphorspat oder Apatit). 

35. Konstruiere zu einer hexagonalen Doppelpyramide (P) das ne- 
gative Rhoniboeder (— R) im Gegensatz zu + B in Fig. 87. 

36. Dieselbe Konstruktion für eine stumpfe Pyramide**) 

37. Zeichne hexagonale Pyramiden und Prismen zweiter Ordnung mit 
dem Achsenkreuz (P' • oo P').*) 

38. Eine Kombination eines hexagonalen Prismas erster Ordnung mit 
einem solchen zweiter Ordnung und einer basischen Doppelfläche ist dar- 
zustellen (oü P • oo P' • oP). 

39. Man soll die Hauptschnitte dreier Rhomboeder zeichnen und 
yergleichen^ deren Hauptachse ~ • 0^85^ 1 • 0^85 bezw. 2 • 0^85 mal so lang 
ist als die Nebenachse (Kalkspat; hier pflegt man diejenige Pyramide 
als Kormalform zu wählen^ deren Hauptachse 0^85 mal so groß ist als die 
Kebenachse). 

40. Konstruiere Kombinationen nach Art der Fig. 89 mit anderen 
Parameterverhältnissen (auch auf der Rückseite). 

" 41. Zeichne die Kombination zwischen einem Rhomboeder und einem 
zweiten gleichartigen Rhomboeder^ das die Polecken zuspitzt. 

42. Lege die Abstumpfungsflächen (oP) der Fig. 90 so^ daß sie 
keine Randecken (P^ T^ S^ Q . . .) zwischen sich fassen^ sondern eine rhom- 
boedrisch begrenzte Tafel bilden (Eisenglanz). 

43. Ein stumpfes Rhoniboeder ( — -|P) soll rundum durch Prismen- 
flächen dreieckig abgestumpft werden. 

44. Konstruiere Skalenoeder (yergi. Fig. 93) mit den Formeln 3S^ öS 
(Kalkspat). 

45. Kombiniere ein Skalenoeder (o/S) mit einem Prisma zweiter 
Ordnung (oo P'). 

'•') Mit oo P^ werden hier kurz die Prismen zweiter Ordnung bezeichnet^ 
entsprechend bedeutet P' eine Pyramide zweiter Ordnung. 

**) Stumpfe Pyramiden haben als Seitenflächen gleichschenklige Dreiecke, 
deren Polwinkel stumpf sind. 
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46. Aus ■ der rliombi sehen Krystallklasse soll konstruiert werden: 
a) Doppelpyramide (P) Schwefel; b) Kombination des Prismas (oo P) mit 
basischer Doppelfläche (öP); c) Kombination des Prismas (oo P) mit 
Doppelpyramide (P) Zinksulfat; d) Kombination wie bei c); außerdem mit 
Brachy doppelfläche (6» P) und dem Brachydoma (oo P) Zinksulfat; e) Kom- 
bination yon P mit oo P^ wenn beide im Gleichgewicht (Salpeter; Ähn- 
lichkeit mit hexagonaler Doppelpyramide); f) Kombination zwischen 
P • oo P- oP ' CSD P (Salpeter^ Ähnlichkeit mit einer Kombination yon hexa- 
gonalem Prisma und hexagonaler Pyramide); g) Kombination: oo P-oo P; 

h) Kombination: oo P - oP oo P (Salpeter); i) Kombination: cx)P-oüP; 

— ^ — P 

k) Kombination: oo P • oP • oP; 1) Kombination: oo P - oo P ■ oo P oP • + ^ 

(Rechts weinsaures Natrium — Ammonium). '^^) 

47. Aus der monoklinen Krystallklasse konstruiere (nach Modell): 
a) Doppelpyramide (P); b) Prisma mit basischer Doppelfläche (oo PoP)] 
c) Gipskr3^stalle^ auch einen sog. Schwalbenschwanz; d) einen einfachen 
Augitkry stall; e) einen einfachen Feldspatkry stall; f) Rohrzuckerkry stall. 

48. Aus der. triklinen Krystallklasse (nach Modell): a) Albit; b) Kupfer- 
yitriol. 



§ 9. Anwendungen aus der mathematischen Erd- und Himmelskunde. 

Während die in starrer Ruhe yerharrende Materie die Kleinwelt der Kry- 
stalle mit ihren ebenen Flächen^ scharfen Kanten und spitzigen Ecken bildet^ 
hat sie sich in der Flut der kosmischen Bewegung zu gewaltigen Massen mit 
rauher^ gekrümmter Oberfläche geballt. Die Kugel und das Sphäroid 
treten hier in den Vordergrund. Der schrägen Parallelperspektiye hält es 
nicht schwer^ die wichtigsten Formen und Bahnen in ihren Einzelheiten und 
Beziehungen zu fixieren^ um dadurch klare Vorstellungen zu erwecken. 

Aufgabe 87. Der Zusammenhang der yerschiedenen Hori- 
zonte ist im Schrägbilde darzustellen {^, 45^). 

Der schwachgekrümmte Kreisbogen EE (Fig. 95) sei ein Schnitt der 
Bildebene mit der Erdkugel^ und in P befinde sich das Auge des Beob- 
achters. Die Gesamtheit der Tangenten yon P an die Kugel (hier sind 
nur PN und PS gezeichnet) bestimmen die natürliche Horizontlinie 
(Kimmlinie) NOSW als Kreis; seine Ebene ist die natürliche Horizont- 
ebene. In der Figur ist die Bildebene zugleich die Mittagsebene des Be- 
obachters, somit bilden die Schnittpunkte N und S der Kimmlinie mit 
der Schnittlinie EE den sog. Nord- bez. Südpunkt und die Linie EE 
selbst ist der Erdmeridian des Fußpunktes P' yon P. Die Vertikale PP' 
trifft die Ebene des natürlichen Horizontes in M. Zieht man in dieser 
Ebene durch M das Lot zu NS^ so trifft es die Kimmlinie im Ostpunkte 
und Westpunkte W. Man denke sich nun über dem natürlichen Horizont- 
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kreis die Himmelskugel (das sog. Firmament) beschrieben^, deren Mittel- 
punkt demnach M ist^ und lege durch P' die Parallelebene zur Horizont- 
ebene (hier ist nur die Parallele S' P' N' gezeichnet). Jetzt erkennt man^ 
daß diese Ebene die Himmelskugel in einem Kreise schneidet^ der höher 
liegt als die Kimmlinie. Dieser Kreis heißt die geographische Horizont- 
linie ^ seine Ebene der geographische Horizont; er ist zugleich Be- 
rührnngs ebene der Kugel. Man könnte nun auch noch durch P die 
Parallelebene zum natürlichen Horizont legen und würde so den Augen - 
horizont erhalten; er müßte die Himmelskugel in S'' bez. N'' treffen (nicht 
gezeichnet). Unter den Bogenstrecken S'' S und N'' N versteht man be- 
kanntlich die Kimmtiefe^ die auch durch den Winkel PSM (PNM) 
gemessen wird. Die yerlängerte P'P trifft nach oben den Zenit Z, nach 
unten den Nadir und Erdmittelpunkt. Legt man schließlich noch die Ebene 
durch den Erdmittelpunkt parallel zum natürlichen Horizont^ so erhält 

man die astronomische 
Horizontebene. In der Figur 
(Maßstab: 1:60 Millionen) 
ist P so hoch über der Erd- 
wölbung angenommen^ wie es 
für den Menschen niemals ein- 
tritt (diese 2 mm entsprechen 
120 km). Man kann sich 
nun Yorstellen^ daß für eine 
Q-erinö'ere Erhebung: die Punkte 
P^ P' und M sehr nahe zusam- 
menrücken^ so daß man nähe- 
rungsweise den natürlichen Horizont mit dem geographischen und Augen- 
horizont zusammenfallen läßt. 

Die Konstruktion verläuft so: Man beschreibt mit einem bestimmten 
Halbmesser (10 cm) den Bogen EE und zieht von P die Tangenten 
nach S und N und die Sehne SN. In ihrer Mitte M errichtet man das 
Lot 0W(= \ SN mit 45^ Neigung) und beschreibt das elliptische Bild des 
Kimmkreises nach Fig. 14 a. Hierüber konstruiert man nun in bekannter 
Weise die Vertikalkreise OZW (nach Fig. 14b) und SZN.""') 

Aufgabe 88. Fixiere auf der Erdkugel einen Punkt mit 60^ 
Ostlänge (Ferro) und 45^ Nordbreite in schräger Parallelper- 
spektive (Maßstab 1:300 Millionen; \, 45^). 

In der Fig. 96 a sind Ferro-Längen deshalb angenommen^ um bei dem 
gewählten Nullpunkt die gesamte alte Welt auf der Vorderseite der Kugel 
zu haben. Als Basis für die Betrachtung dient zunächst das Bild der 




¥m. 95. 



*) OZW ist der erste Vertikal, SZN der zweite Vertikal (Meridian- 
Vertikal des Ortes). 
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Kugel aus Fig. 51b (ohne Umrißlinie). Der betreffende Punkt X ist clurcb die 
beiden sphärischen Koordinaten festgelegt^ nämlich durch den Bogen 0^—60^ 
auf dem Äquator als Abszisse und durch den Bogen 60^— X auf dem Meridiane 
P— 60^ als Ordinate. Der Punkt 60^ wird im Schrägbilde dadurch festgelegt^ 
daß man in der Fig. 14 a bezw. Fig. 96 b im oberen^ linken Kreisquadranten den 
entsprechenden Punkt für 60^ markiert, dann durch das Lot 60—^ und die 
Parallelsehne ^—60' den Bildpunkt 60' festlegt; dasselbe ist in Fig. 95b 
auch für 30^ angedeutet. Man hat nun den Meridian P— 60^ festzulegen. 
Die Halbsehnen 11'^ 2 2'^ 3 3' usf.^ welche parallel OP verlaufen^ bilden 
sich in natürlicher Länge ab. Teilt man daher die Strecke 0—60^ in yier 
gleiche Teile (entsprechend der Figur 14 a)^ so sind die Bildpunkte V, 2' ^ 
3' usf. durch die aus Fig. 14 a zu entnehmenden Lote bestimmt. Damit 
wäre vorerst nur der Meridian P— 60^ als erster Ort für X gewonnen. 
Der zweite Ort ist der Parallelkreis für 45^ Nordbreite. Er o-eht zu 
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nächst durch den Punkt 45^ des Nullmeridians und steht mit seiner Ebene 
senkrecht auf der Erdachse OF. Sein Bild ist eine Ellipse mit den kon- 
jugierten Durchmessern 4b^—Z (parallel mit 0^—180^) und YO'Y''^ sie 
läßt sich daher leicht bestimmen. 

Man sieht^ daß nach Fig. 96 leicht ein Gradnetz in schiefer Parallel- 
perspektiye und eine sog. klinographische Karte hergestellt werden könnte. 
Derartige Karten sind selbst als Planigloben kaum gebräuchlich^ da ihre 
Verzerrungen für geographische Zwecke zu bedeutend sind. In Fig. 96 
z. B. würde Europa ganz in die nordwestliche Ecke gedrückt sein^ und 
selbst bei einem Verzerrungswinkel co = 90^ würde ein Überblick über die 
alte Welt wenig befriedigend sein. 

Aufgabe 89. Entwirf ein Schrägbild des Erdsphäroids (Maß- 
stab 1:200 Millionen; |, 30^). 

Die große Achse ÄÄ' der Meridianellipse NASA (Fig. 97) ist zu 
30 mm angenommen. Wollte man nun die Abplattung im natürlichen 
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Verhältnisse eintragen^ so würde sie bei dem kleinen Maßstabe nicht 
merklich sein; deshalb ist die kleine Achse ON übermäßig kleiner 
gemacht als die große^ so daß die Abplattung nicht gj^^ sondern etwa das 
zehnfache beträgt. ^^) Diese Meridianellipse ist nun leicht festzulegen^ da 
sie sich in der ersten Hauptlage befindet. Der Äquator ABÄ B' ist ein 
Kreis^ dessen elliptisches Bild nach § 3 zu bestimmen ist. Es wäre nun 
noch zur Abrundung der Figur ein elliptischer Meridian in der dritten 
Hauptlage darzustellen. Da alle Meridiane kongruente Ellipsen sind^ so 
wird das Bild NB SB' selbst wieder eine Ellipse sein. Vergleicht man 
den Quadranten NOB mit NOA^ dann erkennt man^ daß OB=jOA 

sein muß. Die yertikalen 
Sehnen HJ usf. aber bilden 
sich in natürlicher Größe ab^ 
so daß z. B. HJ ^= DF^ wenn 
1) und H Viertelspunkte auf 
OÄ' bez. OB sind. 

Konstruktion: Bestimme 
aus OÄ und ON die Meri- 
dianellipse ÄNA'S. Hierauf 
konstruiere man das Bild des 
Ac[uators auf Grund yon ^ = j 
und 03=30^. Man benutzt hierzu 
den Kreis AN' A über AA 
als Durchmesser^ der zugleich 
die Abplattung deutlich macht. 
BE z. B. ist gleich ^'BF\ 
Die zweite Meridianellipse 
NB SB' erhebt sich über 
BB\ Man yiertelt diese 
Strecke und errichtet die Lote^ 
die gleich den Loten auf 
OA' bis zur Ellipse sind^ also HJ = BF. Will man nun noch in einem 
beliebigen Punkte II des ersten Hauptmeridians den Horizont andeuten^ 
so zieht man durch B die Tangente TT (mit Hilfe konjugierter Durch- 
messer). Das Lot BZ in B auf TT trifft dann nicht in ein^ sondern 
schneidet OA in C, OS in Q. Zieht man endlich noch BF parallel ON (nach 
dem Himmelspol)^ so ist Winkel PBT{cp) die Polhöhe und Winkel BCA 
die geographische Breite. Beide sind gleich. Die Gerade OB aber geht 
in ihrer Verlängerung OZ' am wahren Zenit vorbei. Die Vertikale QBZ 
zeigt hier eine Polhöhe (geographische Breite) yon 57^ (bei G gemessen), 
während die Linie OBZ' einen Winkel yon 54^ (bei gemessen) gibt. 
Aufgabe 90. Die Himmelskugel mit einigen Hauptstern- 
bahnen ist im Schrägbild zu zeichnen (|-, 70^). 




Fig. 97. 
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Unter der Voraussetzung der geographisclien Breite Yon Frankfurt 
(q) = 50^) ist der Verzerrungswinkel co so zu wählen^ daß die Ostwestlinie 
des Horizonts nicht zu nahe an die Hininielsachse MF herankommt^ da 
sonst die Verhältnisse undeutlich werden Außerdem sollen die Bild- 
ellipsen nicht merklich über den Meridianyertikal SZN hinausgreifen. Wir 
genügen beiden Forderungen ausreichend^ wenn wir co == 70^ wählen. Der 
Horizont erscheint als Ellipse für die konjugierten Durchmesser Ty^Ä und OW. 
Die Zenitachse MZ sowie die Himmelsachse MP sind ebenfalls leicht 
bestimmt. Es sollen nun yier Sternbahnen eingezeichnet werden: Zuerst 
die Bahn für einen Stern^ der im Ostpunkte aufgeht (z. B. der nörd- 
lichste Gürtelstern des Orion); dann die Bahn für einen Stern^ der im 
Südosten bei Ä-^ aufgeht (z. B. der Sirius); ferner soll ein Stern betrachtet 
werden^ der die Grenze der Zirkumpolarsterne angibt^ also in N den Hori- 



c, z c 




Fig. 98 



zont streift (ein Fußstern des großen Bären)^ und endlich ein wahrer Zir- 
kumpolarstern (ein Rumpf stern des großen Bären). Alle Sternbahnen sind 
Kreise^ deren Mitten M^ M-^^ M^^ M.. auf FP' liegen und deren Ebenen 
auf PP' senkrecht stehen. Die oberen Kulminationspunkte C^ C-^, Cg; C^ 
lassen sich auf dem Meridianyertikal markieren^ denn die Poldistanzen 
PCy PC^ ... sind die Komplemente zu den Deklinationen der Sterne. 
Damit sind nun auch die Halbmesser MGjM-^G-^ usf. bestimmt^ denn sie 
liegen in der Bildebene. Ebenso ist B festgelegt und endlich A-^ U^ || W] 
ähnlich lassen sich die Halbmesser M^ Q^ und M^ Q^ finden^ da sie parallel 
W und = I- M^ a^ bezw. M.^ C^ sind. 

Konstruktion: Im Anschluß an die Himmelskugel lege man GyC^yC.2... 
fest und fälle yon diesen Punkten die Lote auf PP' bis M^ M-^j M^ . . . 
Ziehe dann durch M^^ M^^M.^ die Parallelen zu OW und schneide jedes- 
mal ~ des zugehörigen ilf-^ C^ ^ M^ C^ . • • ab. Zu den erhaltenen konju- 
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gierten Durclimessern zeicline man dann die Ellipse. Die Ellipse bei M^ 
würde bei anderer Wahl der Verzerrung am merkliclisten übergreifen. 

Aufgabe 91. Man soll das Hauptdreieck der sphärischen 
Astronomie (Zenit-Pol-Stern) konstruieren (~^ 70^). 

Ein Gestirn S* wird am Himmel durch Rektaszension und Dekli- 
nation bestimmt; erstere schneidet man auf dem Himmelsäquator^ letztere 
auf einem Himmelsmeridian ab. Ist daher in Fig. 99 die Kugel MNOSZ 
mit dem Pole P in der gewöhnlichen Weise gezeichnet^ so hat man zu- 
nächst den Äquator einzuzeichnen. Er geht durch Ost- und Westpunkt 
und steht auf MF senkrecht. Somit ist er in derselben Weise festzulegen 
wie die Sternbahn OGW ui voriger Figur. Mmmt man nun hier den Null- 
punkt der Rektaszension a beliebig in T (Frühlingspunkt) an^ so hat 
man nur noch a = yA abzuschneiden^ nötigenfalls in Graden (unter Ver- 
mittlung des Hilfskreises für das Ellipsenbild OAG). Durch A und P ist 
nun der Himmelsmeridian bestimmt^ den man unter Zugrundelegung der 
konjugierten Halbmesser MF und MA leicht konstruieren kann und auf 
dem man die gegebene Zahl von Deklinationsgraden == AS^' abschneiden 
könnte. Da es nun gewisse Schwierigkeiten hat^ den Höhenbogen durch 
S^ direkt zu legen^ so schneidet man einfacher auf dem Horizonte den 
zugehörigen Azimut*) (= SB) ab und errichtet über MB den Höhen- 
quadranten ZB^ dessen Schnitt mit AF in S"^ das gesuchte Dreieck ZFS^ 
ergibt. Die Figur bildet ein wichtiges Bild für das geozentrische Welt- 
system der Alten^ das nach Ptolemäus benannt wird. 

Aufgabe 92. Die Wälzung (Revolution) der Erde um die 
Sonne ist im Schrägbilde zu yersinnlichen {-^ 67^). 

Der Maßstab in Fig. 100 ist so gewählt^ daß der Erdbahnhalbmesser 
SqO^ = S^Og**) usf. im Verhältnis 1 : 3 Billion auftritt. Damit aber 
die Erde noch deutlich genug erscheine^ ist ihr Maßstab auf 1 : 1 Milliard 
angenommen worden^ sie ist daher 3000 mal so groß gewählt^ als den natür- 
lichen Verhältnissen entspricht. Von der Sonne ist bloß der Mittelpunkt S^ 
gezeichnet. Wollte man sie nämlich im Maßstab der Erde darstellen^ so 
würde ihr Halbmesser ungefähr 70 cm betragen; im Maßstabe der 
Erdbahn dagegen tritt sie eben nur punktförmig auf. Denken wir 
uns auf dem Nordpole N der Erde stehend und halten wir oben und 
unten nach irdischen Begriffen fest^ so hat die Erdachse in allen Punkten 
ihrer Bahn dieselbe vertikale Richtung^ die durch VS^V markiert ist. 
Wir legen die Apsidenlinie (Solstitiallinie) Og 0^ in die Bildebene^ sodaß 
sie gegen die Horizontale HH' die bekannte Neigung Yon 23^ hat. 



*) Durch Rechnung oder am Himmelsglobus durch Einstellung zu finden. ^^) 
**) Die Erdbahn ist kreisförmig angenommen. Bei den kleinen Dimensionen 
der Figur würde die Exzentrizität nicht merklich sein (Bruchteile eines Milli- 
meters). 
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Wir wollen ferner den Verzerrungswinkel m so wählen^ daß die Äqui- 
noktiallinie 0-^0^ aucli im Bilde auf 020^ senkreclit steht; um dies zu 
erreichen^ muß man co = O^S^H = Ql^ nehmen. Hiernach ist die Bild- 
ellipse leicht durch ihre Achsen 0^ 0^ und 0^ 0^ festzulegen^ ähnlich wie 
Kreis IV in Fig. 21. — Die Erdkugel ist in bekannter Weise in den vier 
Hauptpunkten durch 2 Meridiane und den Äquator so zu zeichnen^ daß 
eine Meridianebene durch die Sonne geht (Kulmination)^ während die an- 
dere senkrecht zur ersteren steht. Wegen der geringen Dimensionen können 
die ,^ Henkel ^^ der elliptischen Bilder vernachlässigt werden. Endlich ist 
durch Pfeile die Richtung der Randstrahlen oben und unten angedeatet 




parallel 0^ O3 bez. 0^ 0,^] man hat sich also für einen Augenblick die Sonne 
sehr weit wegzudenken. Die Figur zeigt deutlich^ daß zur Zeit der Glei- 
chungen (in 0^ und O3) die beiden Pole gleichmäßige zur Zeit der Wen- 
den ungleichmäßig bestrahlt sind. Im Sommer (O2) empfängt der Nord- 
pol^ im Winter (OJ der Südpol das Maximum der Strahlung. 

Aufgabe 93, Die Hauptfigur der theorischen Astronomie 
ist zu konstruieren (y^ 80^). 

Analyse: Während die sphärische Astronomie die Dinge zeigt^ 
wie sie sehe in en^ soll die theorische Astronomie die Dinge zeigen^ 
wie sie sind. In Fig. 99 wurde dargestellt ^ wie in der sphärischen 
Himmelskunde verfahren wird^ um Gestirne festzulegen. Fig. 100 gibt uns 
den Inhalt der koppernikanischen Lehre und führt uns in Fig. 101 auf 
die Art und Weise^ wie man in der theorischen Himmelskunde Gestirne 
festlegt. Die Fig. 100 ist in Fig. 101 enthalten und zwar verkleinert^ 
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weil der jetzige Maßstab 1:10 Billion betragen soll. In 0^, 0^^ 0^^ 0^ 
befindet sich die verhältnismäßig noch stark yergrößerte Erde zur Zeit der 
Grleichungen bez. Wenden. Die Apsidenlinie Og 0^ bildet in der Figur den 
bekannten Winkel 23^ gegen die Horizontale ÄÄ\ Die Gerade 0^0. ist 
im Vergleich zu Fig. 100 mit etwas größerem co (= 80^) angelegt^ um 
für SqP' Raum zu lassen^ nämlich für das Lot in a% auf die Ebene der 
Ekliptik^ die sog. eklip tische Achse. Der Umfang der Ekliptik ist in 

P 




Fig. 101. 

12 gleiche Teile zerlegt^ durch deren Punkte Strahlen nach außen gezogen 
sind. Nun pflegt man in der Ekliptikebene in sehr großer Entfernung 
(etwa in der Entfernung der Fixsternwelt) einen konzentrischen Kreis zur 
Erdbahn zu ziehen^ die Welt eklip tik^ deren Umfang von den genannten 
Strahlen in 12 Punkten geschnitten wird^ die man mit den bekannten 
Zeichen des astronomischen Tierkreises bezeichnet. Hiernach geht S^O-^ 
durch den Wagepunkt (Zeichen der Wage)^ ^0^2 ^^^^^ den Steinbocks- 
punkt^ Sq O3 durch den Widderpunkt und Sq 0^ durch den Krebspunkt. 
Schaut man daher im Frühjahr (Mitte März) von der Erde 0^ zur Sonne 
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Sq^ so bedeckt diese den Widderpuiikt; im Sommer wird der Krebs- 
punkt bedeckt usf. 

Wir denken uns jetzt über diesem großen Kreise eine Kugel errichtet^ 
von der in Fig. 101 wenig mehr als die Hälfte gezeichnet ist. Der Stich- 
punkt P' der ekliptischen Achse mit der Kugel heißt ekliptischer Pol. 
Nun werden die Koordinaten eines Grestirns in ähnlicher Weise angenommen^ 
wie man nach Fig. 99 Rektaszension und Deklination benutzt; sie heißen 
hier Länge und Breite. Sämtliche Längenkreise gehen durch P\ Der 
Nullpunkt ist der Widderpunkt (Frühlingspunkt)^ und die Längen werden 
im Sinne der Erdwälzimg gezählt. In Verbindung mit dem ekliptischen 
Koordinatensystem wird nun das Äquatorialsystem folgendermaßen gebracht. 
Man zieht durch Sq parallel zur Erdachse die Weltachse S^P und legt 
durch Sq senkrecht zu S^P eine Ebene^ die die ekliptische Kugel schneidet. 
Die Schnittlinie mit der Ekliptikebene muß T— sein; der Schnittkreis 
ÄÄ' heißt Weltäquator. Bogen APA ist ein Weltmeridian^ ebenso 
yP^. In bezug auf dies Äquatorialsystem^ das auf heliozentrischer 
Grundlage aufgebaut ist^ nimmt man Rektaszension und Deklination wie 
früher an. 

Konstruktion: Man beginnt am besten mit dem Entwürfe der 
großen Ellipse TS— '^^ Den Hilfskreis hierzu teilt man in 12 gleiche 
Teile und markiert hiernach die Tierkreispunkte. Erst jetzt zeichnet 
man die innere kleine Ellipse und zieht die zugehörigen Strahlen. Die 
Erde in ihren vier Hauptstellungen wird nur angedeutet^ doch so^ daß 
ihre Achsenrichtung parallel S^P deutlich hervortritt. Die Zeichnung des 
Weltäquators aus den konjugierten Durchmessern ÄÄ' und y^ ist einfach. 
Dabei ist noch ein ekliptischer Parallelkreis durch P gezogen^ der somit 
P' zum Pol hat. Er gibt mit seinem Pfeile die Richtung an^ in der die 
Erdachse (also auch die Weltachse) ihre Drehung in 25000 Jahren aus- 
führt. Die Folge ist die Zurückweichung des Widderpunktes (in der 
Richtung gegen die Erdwälzung)^ eine Tatsache^ die uns als scheinbare 
^^Präzession" bekannt ist. 

Aufgalbe 94. Eine Sonnenuhr soll in schiefer Parallelper- 
spektiye dargestellt werden (g- = 50^; ^ =^ i; ^ = 70^). 

Die bekanntesten Sonnenuhren sind die Äquatorial-^ Horizontal- und 
Vertikalsonnenuhren. Wir betrachten zuerst die Äquatorialuhren und 
denken uns in Fig. 102 a das Himmelsgewölbe mit dem Horizonte SWNO, 
dem Zenit Z und dem Himmelspol P. Die Himmelsachse ist demnach 
PMP\ ISTehmen wir an^ die Himmelsachse sei undurchsichtig (ein in 
M nach P zeigender Stab)^ so erzeugt die Sonne bei ihrem täglichen Gange 
einen wandernden Schatten. Wir nehmen weiter an^ die Sonne beschreibe eine 
Bahn^ die durch den Kulminationspunkt C gehe. Bei ihrem Stand in C gibt 
sie den Zeitpunkt 12 Uhr mittags in wahrer Sonnenzeit an. Teilt man den 
betr. Himmelsparallel in 24 gleiche Teile, so markieren die Punkte 1^ 2^ 3 . . . 



Hosted by 



Google 



92 



I. Abschnitt. Schräge Parallelprojektion. 



den Sonnenstand um 1^ 2^ 3 ... TJlir p. m. (nachmittags). In der Figur 
ist nun weiter angenommen, daß sich die Sonne im 3-Uhr-Punkte befinde; 
ihr Mittelstrahl ist daher 3 M. Die Sonnenstrahlen laufen nun sämtlich 
parallel 3 M (wegen der großen Entfernung der Sonne) und erzeugen 
hinter PP' eine Schattenebene (Stund enebene), die durch PP' und 
3 ifcf bestimmt ist. Wir wollen zunächst den Schatten mit der Äquatorial- 
ebene OAWA! auffangen. Teilt man ihren Umkreis von Ä aus ebenfalls 
in 24 gleiche Teile bei 1'^ 2'^ 3'...^ so muß der Schatten um 12 Uhr 
mittags nach MA\ um 1^ p. m. nach Ml\ um 2^^ p. m. nach M2' usf. 
fallen. Für 3^^ p. m. fällt er demnach nach Md\ Das Bild der Schatten- 
ebene P3'P' ist somit durch die konjugierten Halbmesser 31 P und 
313' genau bestimmt. Diese Schattenebene schneidet nun die Horizontal- 
ebene in einem Punkte 3'', der nicht 
durch einfache Teilung des Horizontal- 
kreises erhalten werden kann. Will man 
daher eine Horizontalsonnenuhr kon- 
struieren, so bedarf es der jedesmaligen 
Festlegung der Schattenebene mit Hilfe 
der Äquatorialebene und der Bestimmung 
des Schnittpunktes (3'') auf der Hori- 
zontalebene. Ähnlich liegen die Verhält- 
nisse für eine Vertikaluhr. Man benutzt 
hier als Schirm die Ebene des erstenVer- 
tikals OZWZ'-^ in der Figur würde nur der 
untere Teil in Betracht kommen. Der Mit- 
tagsschatten von 3IP' fällt nach 3£Z' ; für 
3^ p. m. schneidet die Schattenebene in 
i[f 3''' ein. Eine einfache Teilung des Verti- 
kalkreises ist auch hier nicht möglich, vielmehr muß der genaue Schnitt- 
punkt 3''' durch den Hilfskreis jP3''3'P' wie vorher festgelegt werden. ^^) 
Die Konstruktion der Fig. 102a hat nach den vorhergehenden 
Übungen weiter keine Schwierigkeiten, da es sich nur um die Teilung 
des Äquators und die Festlegung der Schattenebenen handelt (vergl. Fig. 21). 
Bei der praktischen Ausführung aber lassen sich noch besondere Kon- 
struktionsvorteile erkennen. Hier nimmt man nämlich eine Verschiebung der 
Horizontal- und Vertikalebene vor, da man sonst nicht in der Lage wäre, 
die drei undurchsichtigen Schattenschirme in einfacher Weise miteinander 
zu verbinden. Wir verschieben nämlich den Horizontalschirm OSWN 
etwas nach unten und den Vertikalschirm OZWZ' etwas nach Norden 
und belassen den Äquatorialschirm zunächst in seiner Lage in 31. So 
erhalten wir die Einrichtung, wie sie in Fig. 102b im Schrägbild dar- 
gestellt ist. Ohne Zweifel erzeugen zwei aufeinanderfolgende Stunden- 
ebenen auf der Horizontalebene SP'N dieselben Winkel wie vorher 
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in Fig. 102 a {14). Dasselbe gilt für die Winkel auf der Vertikalebene 
FOW. Nun besitzt der scbattenwerfende Stab FMF' drei gesonderte 
Stiebpunkte (Spuren) mit den drei Ebenen^ somit ist der Verlauf der 
Sehattenlinien sehr einfach folgendermaßen zu zeichnen. Zunächst werden 
in bekannter Weise die drei Ebenen gezeichnet (vergl. Fig. 7)^ dabei ist 
Winkel FF'N = 50^ wie bei Fig. 102a angenommen; der breiteren hori- 
zontalen Konstruktionsfläche wegen ist ^ = |^^ (d = 45^ gewählt; außerdem 




Fig. 102b. 

hat man keine kreisförmigen^ sondern rechteckige Ausschnitte der Schirm- 
ebenen gewählt. Hierauf nimmt man die Bildung eines Zifferblattes auf der 
Äquatorialebene vor^ indem man die 24-Teilung des betr. Kreises ausführt. 
Will man nun die entsprechende Schattenlinie auf der Horizontal- bez. Ver- 
tikalebene haben^ so verlängert man z. B. MIII der Äquatorialebene bis 
zum Schnitte 3 mit der O-T^F- Linie des Horizonts. Man hat dann nur 
noch P'3 und P3 zu ziehen, um die o-esuchten Linien zu haben. Auf 
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OW sind nur die Stundenpunkte 4^ 3^ 2^ 1^ 12^ 11^ 10^ 9^ 8 in dieser Weise 
markiert; man ersieht aber leicht^ wie die übrigen entstehen. Diese früher 
yielfach gebräuchliche^ kombinierte Sonnenuhr hat oft noch eine beson- 
dere Einrichtung^ um die Äquatorialebene ^ wenn sie stören sollte^ weg- 
zunehmen oder beiseite zu klappen.''^) 



Die meisten übrigen Grundfiguren der mathematischen Erd- und 
Himmelskunde lassen sich nach den gegebenen Beispielen ohne Mühe 
konstruieren, über die Entwürfe von Gradnetzen folgen später (§§ 15 
und 20) noch mehrere Beispiele. 

"Übungsaufgaben. 1. Konstruiere (nach Fig. 96) Meridian und Parallel 
für Frankfurt a. M. (A =^ 26^ Yon Ferro, cp == 50^ N). 

2. Trage in Fig. 96 den Meridian Yon Greenwich ein (A = 18^ yon 
Ferro). 

3. Man soll für die Verzerrungszahlen (q =^ j und cd = 90^) in Fig. 96 
zeichnen: a) die Wendekreise (für beide Tropen nehme man (p = 23^), 
b) die Polarkreise (für beide Kreise nehme man (p = 67^), c) die Erd- 
ekliptik (Schnitt der Himmels ekliptik mit der Erde, entweder durch 0^ 
und 180^ oder 90^ und 270^. 

4. Entwirf (für q = j^ cd = 90^) ein Gradnetz Yon 10^ zu 10^ für 
die Vorderfiäche Yon Fig. 96 und skizziere in diesem Netze die alte Welt. 

5. Konstruiere in Fig. 97 bei li die Berührungs ebene, sodaß der 
geographische Horizont mit den Yier Hauptpunkten (N^ 0] S, W) zur 
Anschauung kommt. 

6. Ziehe in Fig. 97 einen Meridian mitten zwischen NA. und 2s B^ 
markiere auf ihm einen Punkt mit der geographischen Breite Yon 50^ N 
und bestimme die Lage der Nord-Südtangente in diesem Punkte. 

7. Zeichne die Himmelskugel mit einigen Sternbahnen nicht wie 
Fig. 98 (Sphaera obliqua), sondern so, daß die Sternbahnen dem Hori- 
zonte parallel laufen (sph. parallela), und ferner so, daß die Sternbahnen 
zum Horizont senkrecht stehen (sph. recta); füge dabei noch einen Stern 
ein, der im Nordosten aufgeht (etwa den Arcturus). 

8. Erweitere die Halbsphären in allen genannten Fällen nach unten 
zur VoUkugel. 

9. Konstruiere die Himmelskugel mit der Sonnenbahn für die Zeit 
der Gleichungen (Äquinoktien) und der Wenden (Solstitien). 

10. Zeichne die Sonnenbahnen für Mitte April, Mai und Juni und 
führe die entstandenen Bildellipsen näherungsweise in die Spirale der 
aufsteigenden Sonnenbahn über. 

11. Dasselbe wie Yorher, nur für die absteigende Spirale; entwirf 
endlich beide Spiralen für die südliche Hemisphäre. 

12. Die drei Koordinatensysteme der sphärischen Himmelskunde sind 
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durcli Sclirägbilder darzustellen (die Grrundebene soll immer wagrecM ge- 
legt werden): a) Horizontalsystem (Azimut a: Abszisse; Höbe h: Ordi- 
nate; Nullpunkt: Südpunkt); b) Äquatorialsystem (Rektaszension a : Ab- 
szisse; Deklination d: Ordinate; Nullpunkt: Früblingspunkt) ; c) eklip- 
tiscbes System (Länge l: Abszisse; Breite?): Ordinate; Nullpunkt: Früh- 
lingspunkt). 

13. Verbinde an einer Figur den Fall a) mit c)^ sodann b) mit c). 

14. Konstruiere zu Fig. 100 noch vier Mittelstellungen. 

15. Zeichne zu Fig. 100 (yergrößert) die Scbattengrenzen auf der 
Erdkugel. 

16. Konstruiere in Fig. 101 die Koordinaten eines Sternes für beide 
Koordinatensysteme und yery ollständige die Figur. 

17. Konstruiere Sonnenuhren für den jeweiligen Scbulort. Wie fallen 
die betr. Uhren für Punkte des Erdäquators oder für die Erdpole aus? 

18. Wie Nr. 17^ für Funkte der Wendekreise (Tropen) oder Polarkreise. 

19. Ein Steinwürfel liegt mit einer Grundfläche horizontal auf und ist 
mit einer Seitenfläche genau nach Süden gerichtet; auf der Mitte jeder 
der fünf freien Flächen ist ein Stab in der Richtung der Himmelsachse 
errichtet; man soll die Zifferblätter der betr. Sonnenuhren konstruieren. 
Bei den Flächen^ die der Ebene des Meridianvertikals SZPN (Fig. 102 a) 
parallel laufen^ liegt der Schattenstab außerhalb der Fläche und wird 
parallel zur Fläche durch Stützen gehalten.^^) 

§ 10. Anwendungen ans Botanik, Zoologie, Physik und Chemie. 

Krystallographie^ Erd- und Himmelskunde sind diejenigen Teile der 
Naturwissenschaft^ bei denen stereometrische Formen^ sei es in natürlicher^ 
sei es in künstlicher Weise ^ zur freiesten Entfaltung kommen. Makro- 
kosmos und Mikrokosmos reichen sich hier die Hände. Der menschliche 
Greist wird unmittelbar dazu gedrängt^ diese sinnlich geschauten oder rein 
geistig ausgesponnenen Formen nachzubilden. Doch auch die übrigen 
Zweige der Naturwissenschaft^ organische wie anorganische^ bieten ein 
reiches Feld der Anwendung für jede Art perspektivischer oder pro- 
jektiyischer Darstellung^ insbesondere auch für die schiefe Parallelprojek- 
tion. Wenige Beispiele genügen^ um diese Behauptung zu stützen. 

Aufgabe 95. Man soll einen keilförmigen Ausschnitt aus 
einem Laubholz schematisch in schräger Parallelperspektiye 
darstellen (|, 120^). 

Wir stellen die Achse 0' des Stammes yertikal (Fig. 103^ nach 
Hartig)^ also die Grundfläche des Keiles horizontal; die hintere Seitenfläche 
liege in der Bildebene. Die Kanten OÄ und O'Ä' erscheinen demnach 
in natürlichen Verhältnissen^ während die beiden Grundflächen OAB und 
O'Ä'JB' Ausschnitte aus Ellipsen sind. Der Rücken ABÄ'B' des Keiles 
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tritt dann von selbst in 
und axialer Längsschnitt 
Konstruktion: Man 






die Erscheinung 5 außerdem treten Querschnitt 
heryor. 

legt OÄ fest und konstruiert in den Ver- 
zerrungswinkel 09 = 120^. Über 
OÄ als Halbmesser beschreibt 
t^ man den Hilfskreis, von dem 

aus man eine Reihe von 
, CO =120 Punkten des Ellipsenbogens 

von Ä bis B für q = j mar- 
kiert. Die übrigen Teile sind 
dann leicht zu finden. In 
dieses geometrische Skelett 
lassen sich nun die wicht iö-- 
sten anatomischen Elemente 
eintragen: Jahresringe i^ Mark 
772^ Markstrahlen s^ Gefäßbün- 
del g usf. 

Aufgabe 96. Es sollen 
einige Gefäße aus dem 
Gewebe der Pflanzen in 
vergrößertem Maßstabe 
gezeichnet werden (j^ 60^). 

Die Gefäße der höheren 
Pflanzen haben Zylinder- oder 
Prismenform. In Fig. 104 a 
ist ein fünfseitiges Tüpfel- 
gefäß darge s t eilt . Na ch 
§ 2 ist zuerst das obere 
Fünfeck für q = j und gj = 
60^ zu entwerfen^ woran sich 
dann die vertikalen Prismen- 
kanten schließen. Ganz ähn- 
lich ist das Treppengefäß 
Fig 104 b entworfen. Das 
Ringgefäß Fig. 104c zeigt 
im wesentlichen nur die Wie- 
derholung des oberen Kreis- 
ringes nach § 3. Andere Ge- 
fäße sind hiernach einfach 
zu zeichnen. Ein Spiral- 
gefäß läßt sich ohne Schwie- 
rigkeit darstellen^ wenn die 
folgende Aufgabe gelöst ist. 
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Aufgabe 97. Die Blattstellungsspiralen für die Stelliings- 
Terhältnisse j (rechts gedreht) und | (links gedreht) sind zu 
entwerfen (f, 90^). 

Bekanntlich sind die wechselständigen Blätter der Pflanzen nach ge- 
wissen mathematischen Gesetzen 
am Stengel angeordnet. Denken 
wir uns ein zylindrisches Stengel- 
stück (Fig. 105 a) und yerbinden 
wir die aufeinander folgenden Blät- 
ter 1^ 2^ 3 . . . durch eine stetig 
gekrümmte Linie ^ so erhält man 
eine Spirale (Schraubenlinie) von 
wohl definierten Eigenschaften. 
Geht man z. B. vom Blatt 1 aus, 
so liegt Blatt 2 auf einer rechts 
gewundenen Schraubenlinie der- 
art^ daß man von 1 bis 2 einen 
Weg von ~ eines ganzen Schrau- 







lO ^~~;- 



i 




Fi^. 105b. 



benganges zurückzulegen hat 5 dasselbe gilt für 2 bis 3 und von 3 bis 4 
wird das letzte Drittel beschrieben (Riedgräser^ Binsen^ Erlen). Von 
hier ab wiederholt sich der Vorgang mehrmals, sodaß die Blätter 
1, 4, 7, 10 auf einer Seitenlinie (Orthostiche) liegen, ebenso 2, 5; 
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8^ 11 und 3^ 6^ 9^ 12. Bekanntlich bildet die Schraubenlinie zugleich 
den kürzesten Weg für das schiefe Aufsteigen am Zylinder (geo- 
dätische Linie). Wir haben daher nur nötige den Zylindermantel in 
der Höhe eines Schraubenganges abzurollen (Rechteck A' G' H J), 
auf diesem Rechteck die kürzeste Linie ^ die Diagonale A' H zu ziehen 
und die erhaltene Figur von A aus nach Yorn rechts um den Zylinder 
zu legen. Die Lote in B'^ C\ D\ . . erscheinen dann im Bilde in natür- 
lichen Verhältnissen^ da sie der Bildebene parallel laufen. In der Figur 
sind fast vier vollständige Schraubengänge in dieser Weise durch Wieder- 
holung des Verfahrens festgelegt. 

Die Konstruktion geschieht so: Nach Konstruktion des Zylinder- 
bildes (für q = j^ G9 = 90^) nach § 3 verlängere man AD um AD - 7t 
(3| • AD) bis G' und teile A' G' (= DG') in sechs gleiche Teile. Ebenso 
teile man die Grundellipse vermittelst des Hilfskreises (der bereits zur Kon- 
struktion der Ellipse selbst gedient hat) in sechs gleiche Teile (in den Punkten 
A, B'\ C" . . .). Hierauf lege man durch diese Punkte Seitenlinien und 
trage auf ihnen von B'\ C'\ D . . . die aus der Nebenfigur entnommenen^ 
entsprechenden Lote ab. Nur die Lote von D' und G' lassen sich hier- 
bei durch Parallelverschiebung übertragen. Nachdem so die erforderliche 
Zahl von Schraubengängen eingezeichnet ist^ wählt man auf der Schrauben- 
linie das Anfang sblatt; in der Figur ist Blatt 1 in der Mitte zwischen 
den Seitenlinien für A und B'' markiert. Das folgende Blatt 2 muß daher 
mitten zwischen den Seitenlinien durch C und D liegen usf. Man erhält 
diese Lagen ^ indem man im Hilfskreis die Mitten bestimmt und auf die 
Grundellipse überträgt. Zuletzt zieht man die Haupt Seitenlinien /, II 
und III und erkennt so deutlich das Gesetz der zyklischen Anordnung. 

In Fig. 105b ist die Spirale für das Stellungsverhältnis |- links ge- 
dreht gezeichnet (Eichen-^ Pappel-, Birnbaum). Zylinderdurchmesser und 
Ganghöhe sind dieselben wie vorher, die Zylinderhöhe ist etwas größer 
gewählt. Der Hilfs kreis mit den Punkten P^ Q^ 11 . . . soll hier nur die Fünf- 
teilung der Grundellipse in den Punkten P\ 1^ B' erläutern; die Spirale 
ist genau so wie in Fig. 105a konstruiert. Da die Spirale auf der vorder- 
sten Seitenlinie beginnen und nach links verlaufen soU^ so hat man die 
Seite VJ des Rechtecks im Punkte 1 der Grundellipse anzulegen und das 
Rechteck links herum zu wickeln; infolgedessen lassen sich auch nur die 
Lote in S' und T' durch Parallelverschiebung übertragen. Zuletzt zieht man 
die Haupt Seitenlinien I^ II, III, IV und V, die der Fünft eilung ent- 
sprechen^ und markiert auf ihnen unter tberspringung einer Seitenlinie die 
Blattstellungen. Man sieht alsbald^ wie 1, 6, 11^ dann 2^ 7, ferner 3, 8, so- 
wie 4, 9 und 5; 10 übereinander liegen. ^^) 

Aufgabe 98. Eine Schneckenlinie soll im Schrägbild kon- 
struiert werden (j, 90^). 

Gegeben ist ein Kegel mit der Grundfläche AB CD und der Höhe 
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SO (Fig. 106). Die Ganghöhe der ersten Windung, die in Ä beginnen 
und nach hinten verlaufen soll (rechts gewunden)^ sei gleich OE^') 
Zieht man El || OA^ so ist AI dasjenige Stück der Seitenlinie AS, das 
Anfang und Ende der tiefsten Windung verknüpft. Wir wickeln nunmehr 
den Mantel des Kegels ab und erhalten den Kreisausschnitt SAA\ Die 
vier Haupts eitenlinien erscheinen als Halbmesser: /S\4(SJ_')^ SB', SC\ 
SD\ Der Umfang der Grundfläche ergibt den Bogen AB'C'D'A' und 
ein Parallelschnitt in der Höhe OE den Bogen 1 V. I^un ist die Schnecken- 
linie erfahrungsgemäß die kürzeste Verbindung von ^ um den Kegel herum 
nach Punkt 1. Zieht man daher auf dem abge- 
wickelten Mantel die Strecke J.1' und wickelt 
man ihn wieder herum^ so erhält man die erste 
Windung AQTl. Um sie punktweise fest- 
zulegen^ bedient man sich der Methode der 
Parallelschnitte. Der Parallelschnitt PQB 
(nach ^ der Windung) ergibt bei der Abwicke- 
lung den Bogen PQ'B'P', der bestimmt ist 
durch Q' als Schnitt zwischen >S'^' und Al\ 
Dann ergeben sich für Q als Ort er der Kreis 
PQB und die Seitenlinie SB. Statt Q hätte 
man ebensogut einen beliebigen anderen Punkt 
wählen können. Der Punkt T (nach j der 
Windung) läßt sich unmittelbar von T' aus 
bestimmen^ usf. 

Um nun weitere Windungen zu finden^ 
zieht man im abgewickelten Mantel durch 1 

die Parallele t^u AI' bis zum Schnitt 2' mit SA' und beschreibt um S 
mit S2' als Halbmesser den Bogen bis zum Schnitt 2 mit SA. Das 
Bogenviereck 1 1'2'2**) ist nun das Peld^ in welchem die zweite Windung^ 
die Strecke 1 2'^ verläuft. Diese wird nun genau so wie vorher um den Kegel 
herumgewickelt. Indem man das Verfahren fortsetzt^ gewinnt man immer 
neue Windungen 2 3', 3 4' usf. Zugleich ersieht man^ wie die Ganghöhen 
immer kleiner werden. Eine kurze Betrachtung zeigt^ daß unendlich viele 
Windungen in dieser Weise entstehen. Die Schneckenlinie ist zugleich 
die geodätische Linie für das schiefe Aufsteigen am Kegel.'"^^) 

Konstruktion: Die Zeichnung des Kegels geschieht nach § 4. 
Dann berechnet man den Zentriwinkel ASA' in bekannter Weise und 
schneidet mit seiner Hilfe den Sektor SAA' ab. Bei schmalem Kegel 




Fig. 106. 



'^) Der Kegel ist sehr schmal gewählt, damit die Abwicklungsfigur be- 
quem auf das Blatt geht (vergl. die Schnecke Scalaria, Wendeltreppe). 

**) Es ist dem Bogenviereck AA'l'l ähnlich, eine Eigenschaft, die für 
spätere Betrachtungen von Wichtigkeit ist. 

7* 
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und mittlerer Genauigkeit genügt es^ wenn man ÄG auf ÄÄ' drei und 
y mal abträgt. Man teilt dann ÄÄ' in so viel gleiche Stücke^ als man 
Punkte der Windung fest markieren will. Dann schneidet man die Grang- 
liölie OE ab^ zieht El \\ OA und beschreibt den Bogen 11'. Durch die 
Schnittpunkte Q\ T' . . . mit ÄV beschreibt man wiederum Bogen um 
den Mittelpunkt S und konstruiert die zugehörigen Parallelschnitte ^ deren 
Bilder elliptisch sind (für T ist hier kein Parallelschnitt nötig). Hierauf 
legt man durch 1 die Parallele zu Al\ beschreibt um S den Bogen 22' 
und setzt das angegebene Verfahren fort. 

Aufgabe 99. Das parallel-perspektiyische Bild einer Bienen- 
zelle ist zu zeichnen (y^ 20^). 






Die Bienenzelle hat die Form eines hexagonalen Prismas^ das an einem 
Ende rhomboedrisch zugespitzt ist und zwar da^ wo die betr. Zelle mit den 
gegenüberliegenden Zellen zusammentrifft; sie gleicht im allgemeinen dem 
oberen Teile der Fig. 92. Dort aber sind die rhomboedrischen Flächen 
zu steil gestellt ( — 211), während sich die Bienenzellen mehr der Form 
— R mit den ßhombenwinkeln 105^ und 75^ nähern."^) Diese Verhältnisse 

*) Für diesen Fall ist bekanntlich die Hauptachse des Ehomboeders bez. 
seiner holoedrischen Pyramide = 0,85 der Nebenachse. 
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darf man daher einer Näherungsfigur zu Grunde legen (Fig. 107). Bei ganz 
genauer Konstruktion ist zu beachten^ daß die Zellenwinkel QPB = BT II 
= 109^^ PQT== TQÄ = IV betragen, daß ferner sämtliche Keilwinkel 
= 120^ sind. Die Rhomben stimmen dann in der Form mit denen eines 
regulären Grranatoeders (Rhomben-Dodekaeders) überein. In diesem letzteren 
Falle wäre aber zunächst die trigonometrische Berechnung einiger Strecken 
nötig, woYon hier abgesehen werden soll. — Man legt zunächst die oberen 
Flächen eines Rhomboeders fest (yergi. Fig. 87 und 88; letzteres ist das 
normale positive Rhomboeder). Durch die Randecken Q^ _R, S^ T, U 
sind dann die Kanten des Prismas bestimmt, auf denen man nur noch 
die Grundfläche ABC . . . zu markieren hat. 

Zur Konstruktion zieht man durch Q^ T, B . . . die Parallelen zur 
Achse BOy legt durch den beliebig gewählten Punkt die Horizontale 
OD (in der Bildebene) und zieht AOA unter 20^ zu Ol) bis zum Schnitte 
A und A mit den Parallelen. Von der Mitte der Kante TB (US) zieht 
man hierauf die Parallele zu BO bis D(I)') und legt durch D{I)') die 
Parallelen zu AA bis zum Schnitte B und C (B' und C) mit den Seiten- 
kanten. ^^) 

Es folgen nun einige Aufgaben aus verschiedenen Gebieten der Physik 
und Chemie, um die Verwendbarkeit der schrägen Parallelperspektive 
auch dort zu zeigen. ^^) 

Aufgalbe 100. Ein scharfes Schraubengewinde ist zu kon- 
struieren (^ = 0, CO = 90^). 

Ein derartiges Gewinde wird erzeugt, wenn ein gleichschenkliges 
Dreieck längs einer Schraubenlinie so bewegt wird, daß seine Ebene stets 
durch die Achse des betreffenden Zylinders (der Spindel) geht. In Fig. 108 
soll q = und cö = 90^ sein, d. h. die auf der Bildebene senkrechten 
Strecken sollen im Bilde verschwinden und gleichzeitig soll der Verzerrungs- 
winkel zu einem rechten werden. Wir haben daher den Fall einer nor- 
malen (orthogonalen) Perspektive, bei der die Projektions strahlen parallel 
AO (Fig. 5) einfallen. Derartige Projektionen werden später (Teil 11) 
ausschließlich zur Anwendung kommen, wir betrachten sie hier nur beiläufig 
als Grenzfall der schiefen Parallelprojektion. Das Bild der Spindel (Fig. 108) 
ist nunmehr ein Rechteck, da die Grundellipsen zu Strecken FG und 
HJ zusammenschrumpfen. Das gleichschenklige Dreieck IBQ werde nun 
längs einer Schraubenlinie so bewegt, daß es nach einer halben Umdrehung 
in die Lage TBS komme; dabei soll /S mit B in gleicher Höhe liegen, d.h. 
die Ganghöhe IW soll gleich der doppelten Basis BQ des Dreiecks sein. 
Jetzt sind drei Schraubenlinien zu entwerfen: die Bahnen von B und Q 
auf der Spindel selbst und die Bahn des Punktes 1 auf dem Außenzylinder mit 
der Basis AE, Sie werden bestimmt nach Art der Fig. 105a und 105b. 
Hier soll nur die äußere Linie 1, 2, 3 . . . näher betrachtet werden. Wie aus 
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Aufgabe 97 erinnerlich^ spielt eine Hauptrolle die Abwicklungsfigur^ von 
der in Fig. 108 (oben) nur ein Viertel des betr. rechtwinkligen Dreiecks 
gezeichnet ist. Da die Linie in 1 beginnen soU^ so müssen zunächst auf 
der Horizontalen IV die Lote B"2'^ C3' und D'4' aufgetragen werden 
bis 2^ 3 und 4. Der Hilfskreis ist^ um die Figur nicht zu belasten^ 
unten angelegt und die Drittelspunkte Bund C des Quadranten OÄD sind 
nach oben übertragen. Zur Konstruktion der übrigen Quadranten eines 
Ganges verfährt man in ähnlicher Weise unter vorteilhafter Verwendung 
des ersten Quadranten. 

Bei der Ausführung bemerkt man^ daß die drei Schraubenlinien rechts und 
links am Rande keine Umrißlinien liefern. Man begnügt sich meist damit^ 
daß man am Rande die Strecken IP, 1 ^^ TU und TS auszieht. Will 
man genauer verfahren^ so hat man nicht bloß für 1^ P und Q^ sondern 




Fig. 109. 

auch noch, für einige andere Punkte der Dreiecksschenkel die Schraubenlinien 
zu konstruieren^ eine nicht schwierige aber zeitraubende Arbeit. Dann 
tritt eine gekrümmte Umrißlinie hervor^ die in dem oberen Gange der 
Fig. 108 angedeutet ist. Diese Schwierigkeit tritt nicht auf^ wenn man 
ein flaches Gewinde aufzeichnet^ wobei an Stelle der dreieckigen Er- 
zeugungsfigur ein Quadrat tritt (vergl. Übungsaufgaben).^^) 

Aufgabe 101. Eine Wellenrinne mit laufenden Wasserwellen 
ist zu zeichnen (-^ 45^). 

In Fig. 109 enthalte die Wellenrinne PQRS F'Q' . . . Wasser bis 
zum Spiegel AB CD. Durch eine Störung des Gleichgewichts sollen sich 
laufende Wellen bilden. Wir wählen auf dem vordersten Wasserfaden J.P 
(vergl. untere Hilfsfigur) 9 Moleküle 1^ 2^ 3 . . . in gleichem Abstände. 
Bekanntlich sind ihre Bahnen nahezu Kreise um die Ruhelage. Wir 
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grenzen den Halbmesser der Bahnen durch il' ab und nehmen an^ daß 
Molekül 1 eine volle Umdrebung (links herum ^ in der Pfeilricbtung) 
vollendet habe^ Avährend die übrigen 2^ 3^ 4 . . . ein Achtel Pbasendifferenz 
besitzen^ sodaß Molekül 9 in 9' geradeso wie Molekül 1 in 1' am Beginne eines 
neuen Umlaufs steht. Durch die betreffenden Kreisbahnen und die Achtelung 
des Umfangs ist daher das Momentbild J_'^ 1'^ 2\ 3'. . . 7' 8'^ 9'^ B' der Wellen- 
linie (Sinoide) bestimmt^, das man leicht nach oben verschieben kann. Ver- 
mittelst einer Schablone aus Kartenpapier zeichnet man nun diese Linie 
längs AD' und B'C noch so viel mal ein^ als es zur plastischen Ge- 
staltung der Wellenoberfläche nötig ist.^^) 

Aufgabe 102. Man soll eine Zungenpfeife schematisch im 
Schrägbild darstellen (~, 45^). 

Wir verwenden hier die Einrichtung^ wie sie Appunn seinen Zungen- 
pfeifen gegeben hat. In den Windkessel W (Fig. 110) mit dem Fuße F 
ist ein sog. Keilmundstück K mit der Zunge Z eingesetzt, das fest 
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Fig. 111. 



mit dem Deckel derart verbunden ist^ daß man mit D das Mundstück K. 
herausnehmen kann. Die Zeichnung verläuft einfach^ weil fast ausschließlich 
prismatische Formen zur Darstellung kommen. Das Keilmundstück ist 
entweder ein abgestumpfter prismatischer Keil oder hat Obeliskenform. 
Die Schairöffnung in D trägt gewöhnlich einen Schallbecher in der Form 
eines abgestumpften Kegels^ der ohne Mühe einzuzeichnen ist. 

Aufgabe 103. Der Strahlengang in einer Porta'schen Loch- 
kammer ist schematisch zu zeichnen {-^ 45^).^^) 

Die Camera ist hier als Würfel (Fig. 111) dargestellt^ dessen Vorder- 
wand weggenommen ist. Die Öffnung liege in der rechten Seitenfläche. 
Als Gegenstand dient die Fahne AB^ die gerade in der Mittelebene liegen 
solL Der Fahnenwimpel i)^ dagegen liege parallel der Fläche ^i^O. Die 
Strahlen ^0, BO, CO, BO undi EO entwerfen auf der Bildfläche PSS'P' 
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Fi^. 112. 



das verkleinerte und umgekehrte Bild Ä' B\ An dem Fahnenwimpel er- 
kennt man auch die Umkehrung yon rechts und links. Für die Mittel- 
ebene^ welche durch AJBOMM' bestimmt ist^ hat die Konstruktion keine 
Schwierigkeiten^ und D' E' läuft parallel FS. Wie man sieht ^ hat man 
hier einen weiteren interessanten Fall einer optischen Zentralprojektion^ 
wie er auch bei gekrümmten Spiegeln und Linsen überall auftritt. (Vgl. 
Fig. 1 und Einleitung.) 

Aufgabe 104. Das Rumford'sche Photometer soll gezeichnet 
werden (~, 60^). 

Auf der Grundebene 1 (Fig. 112) erheben sich der Schattenschirm Ily 

der Schattenstab ^Jj und die Licht- 
quellen P^ und P^; letztere befin- 
den sich in gleicher Höhe^ außer- 
dem ist PC =: Pi Q^ - P2Q2' Die 
Schattenebene für P^ ist hinreichend 
bestimmt durch ^^P; sie liefert zu- 
nächst den Horizontalschatten BX^. 
Der Vertikalschatten XiA-^^ läuft 
parallel AB (11). Entsprechendes 
gilt für den Horizontalschatten PX^ 
und den Vertikalschatten Xg-^g. 
Damit hat man die nötigen Ort er 
für die Schatten beliebiger Punkte. Die Konstruktion hat hiernach keine 
besonderen Schwierigkeiten. 

Aufgabe 105, Die Farbenzerstreuung eines Lichtbandes 
durch ein Prisma ist im Schrägbilde darzustellen (^^ 45^). 

In einem yerdunkelten Zimmer stelle I die Ebene des Experimentier- 
tisches und J7 eine Seitenwand dar (Fig. 113). Der Spalt S habe zunächst 
gleiche Höhe mit dem Prisma P. Die Strahlen fallen nicht parallel 
der Vorderkante OX ein^ sondern sollen die Neigung der sog. Minimal- 
stellung für das Prisma haben^ d. h- ein mittlerer ausfallender Strahl habe 
dieselbe Neigung zu der zugehörigen brechenden Fläche^ wie die ein- 
fallenden. Wir legen ferner den Rücken des Prismas parallel der Bildebene, 
Der brechende Winkel von P^ sowie der Brechungsexponent sind beliebig 
gewählt. Die Festlegung von P geschieht nach § 2. Will man dann 
den Strahlengang bestimmen^ so verlängert man die Rückenlinien von P 
und schneidet beiderseits von P gleiche Stücke ab (z. B. bis S^ nicht weiter 
gezeichnet). Erst jetzt legt man den Spalt fest und konstruiert den Gang 
mehrerer Strahlen^ die sich innerhalb des Prismas nur wenige hinter 
dem Prisma aber stark aufblättern und das Spektrum S' liefern. Der 
größeren Deutlichkeit halber ist nur der mittlere Teil des Lichtbandes 
ausgezogen. Das Prisma wird durch ein Brettchen gestützt^ die Stellung 
des Schirmes T ist willkürlich. 
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Aufgabe 105a. Der Strahlengang in einem Zeiß'sclien Prismen- 
fernrohr ist zu konstruieren (|^ 45^). 

In Fig. 113 a sind von dem Prismenfernrolir nur die beiden ge- 
kreuzten Prismen lieryorgelioben^ während sowohl Objektiv- als auch 
Okularlinse weggelassen sind. Bekanntlich wird durch die Verbindung 
der beiden Prismen erreicht^ daß das vom Objektiv entworfene umgekehrte 
Bild aufgerichtet wird^ das nunmehr durch eine Lupe (das Okular) be- 
trachtet werden kann. Man hat also zur Aufrichtung des Bildes weder 




Fig. 113. 



ein lichtraubendes ^ terrestrisches Okular^ noch wie bei dem Galilei'schen 
Fernrohr ein konkaves Okular nötig. Die Pfeillinie HÖH' gibt zugleich 
Mittel- und Horizontallinie der ganzen Figur an. An sie legen wir 
die Hypotenusenflächen der rechtwinklig-gleichschenkligen Prismen so an^ 
daß sie vertikal und senkrecht zur Bildebene stehen. Für die Zeichnung 
ist es erleichternd^ wenn man bedenkt^ daß jedes Prisma wieder aus zwei 
rechtwinklig-gleichschenkligen Prismen zusammengesetzt gedacht werden 
kann. Das projizierende Auge stehe links oben^ das beobachtende schaue 
von rechts nach links. Der Mittelstrahl S vom Objektiv treffe in S-^ die 
Mitte der freien Hypotenusenfiäche von P^; er geht dann ungebrochen 
hindurch und wird an der einen Kathetenfläche bei S^ reflektiert^ um 
nach der anderen Kathetenfläche von P^ bei S^ abermals reflektiert zu 
werden. Der Strahl gelangt so immer von Mitte zu Mitte (was leicht zu 
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zeichnen ist)^ um schließlich über S^ und Sr^ aus dem Prisma 1\ heraus nach 
der Okularseite des Fernrohrs zu gelangen in der Richtung S,^M'\ Bis dahin 
ist die Ausführung der Zeichnung einfach; nunmehr handelt es sich um die 
Darstellung der Bildaufrichtung. Man kommt unschwer zum Ziele^ wenn man 
die Kathetenflächen als einfache Spiegel betrachtet und Yon der nebensäch- 
lichen Brechung der Strahlen ganz absieht. Man braucht dann nur eine ein- 
fache Konstruktionsregel der Katoptrik anzuwenden. ^^'') Wenn vom Objektiv 
ein Bild entworfen wird^ so ist es zweiseitig umgekehrt^ d. h. Oben ist nach 
Unten^ Rechts nach Links gekehrt. Denkt man sich daher ein entferntes Kreuz 
in der Achse des Fernrohrs^ so wird zunächst durch das Objektiv ein reelles 
Bild ÜBL erzeugt und zwar so^ daß der obere Punkt im Bilde nach unten^ 
der rechte Punkt JR nach links f ällt^ wenn man von der Okularseite nach der 
Objektivseite hin schaut usf. Dieses reelle Bild des Objektivs kommt aber 
nicht zu Stande^ weil das Prisma P^ dazwischen tritt. Für P^ ist daher das 
Bildkreuz ein virtueller Gegenstand^ dessen Bild inbezug auf P^ ge- 
funden wird^ indem man von der Strecke RL^ die quer zur Kante Ä 
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von P^ steht ^ die Konstruktionsstrahlen LAL' und BÄR' so zieht ^ daß 
L'Ä = LA und R'A = RA-, natürlich ist auch M' A = MA. Die Strecke 
UMO hat das noch unveränderte Bild U' M' 0\ Man sieht nun^ daß das 
Kreuz einseitig umgekehrt ist. Wenn auch dieses Bild nicht zu Stande 
kommt; da die Strahlen vom zweiten Prisma Pg aufgefangen werden^ 
so kann es doch wiederum als virtueller Gegenstand für Pg gelten. Hier- 
für liegt nun ü' 0' quer. Zieht man jetzt Ü''B= U' B und 0' B = 0' B, 
so erscheint auch diese Achse des Kreuzes in der ursprünglichen Lage^ 
sodaß nun das Kreuz ^ auch wenn das Bild O' W B'' V durch die Lupe 
betrachtet wird^ in natürlicher Lage verharrt. 

Aufgabe 106. Polarisierte Lichtstrahlen sollen perspektivisch 
gezeichnet werden (j^ 45^). 

In Fig. 114 a stellt Ebene I ein dünnes Turmalinplättchen dar^ das 
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die Hauptachse FF' des Krystalls enthält (bezw.^ dessen Mächen parallel 
der Hauptachse liegen). Ein gewöhnlicher (unpolarisierter) Lichtstrahl S 
fällt in rechtwinklig ein und wird derart polarisiert^ daß seine Polari- 
sationsebene durch FF' geht und senkrecht zu I liegt. Die Konstruktion 
von I und II ist leicht. Um das Bild eines polarisierten Strahles zu 
zeichnen^ benutzen wir eine Sinoide^ d. h. wir errichten (Nebenfigur) auf 
einer Strecke 04'^ die gleich der Wellenlänge des homogenen Lichtstrahles 
ist^ Lote (Ordinaten)^ welche man dem Hilfskreise entnimmt.*) In Fig. 114 a 
ist diese Linie ungefähr 1|- mal eingetragen. 

Eine schiefe Lage der Polarisationsebene soll durch Fig. 114b de- 
monstriert werden. Ebene I sei ein Grlasspiegel^ auf den ein gewöhnlicher 
Lichtstrahl S unter 35^ auffällt. Das optische Lot ist OF. Der reflek- 
tierte Strahl S' ist bekanntlich polarisiert und zwar rechtwinklig zur 
ßeflexionsebene FOS\ also parallel zur Schnittlinie QQ'. Hier liegen 
die Ordinaten der Sinoide parallel QQ' und müssen daher unter der nö- 
tigen Verkürzung eingetragen werden. 




Fig. 114. 

Aufgabe 107. Die Ausdehnung eines Würfels unter dem 
Einfluß der Wärme ist im Schrägbilde darzustellen {-, 45^). 

Der Würfel OABC (punktiert) der Fig. 115 habe die Temperatur 0^ 
und sei in eine feste Ecke O^YZ gestellt^ damit seine Ausdehnung 
nur in diesem Räume erfolge. Durch Erwärmung dehnt sich der 
Würfel nach allen Richtungen in dem yerfügbaren Räume gleichmäßig 
aus^ sodaß der neue Körper dem alten ähnlich ist. Der Würfel von t^ 
reiche bis Ä, B\ C . Die Strecken AÄ = BB' == CG' = J, die in der Figur 
natürlich unverhältnismäßig groß gezeichnet werden müssen^ bestimmen nun 
drei Scheiben Ä^^ S^j S^ rechts^ vorn und oben; sie stellen den Hauptinhalt des 



''•') Für den Fall, daß 04' = dem Umfang des Hilfskreises ist, erhält man 
die eigentliche Sinuslinie. 
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körperlichen Zuwachses dar und sind leicht festzulegen^ wenn man be- 
denkt^ daß BB' wegen ^ = |- auf die Hälfte verkürzt erscheint. Bei der 
Zeichnung treten sofort die drei Rinnen P^^ P^^ Pg nebst dem Eckwürf ei- 
chen W hervor^ die bei Näherungsrechnungen außer acht bleiben.*^'^) 

Aufgalbe 108. Ein schema- 
tisches Bild des Hirn'schen 
Apparates zur Bestimmung 
des Wärmeäquiyalentes soll 
entworfen werden (|-^ 45^). 

An der Decke D (Fig. 116)^ aus der 
ein rechteckiges Stück geschnitten 
ist^ sind bei A^A^A^A^ je zwei 
Seile befestigt^ die den Sandstein- 
block S (Ambos) und den eisernen 
Zylinder E (Hammer) tragen. An 
S ist die quadratische Eisenplatte 
P befestigt. Genau zwischen P und 
jE^paßt der Hohlzylinder i?aus Blei; 
dieser wird deformiert und erwärmt^ 
wenn der Hammer E^ nachdem 
er nach rechts gehoben worden^ 
beim Zurückschwingen seine leben- 
dige Kraft an B (P und S) ver- 
liert. Man wählt die Vertikalebene durch A-^ . . . A^ als Bildebene und hat 
dann nur noch die Lehren der §§ 2 und 3 anzuwenden. 




Fio^. 11c 




Fi^. 116. 



Aufgabe 109. Ein magnetisches Kraftfeld ist räumlich dar- 
zustellen (f, 30^). 

Vorausgesetzt ist ein sehr dünner Magnetstab (Fig. 117) mit den 
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Polen N und S und dem neutralen Punkte 0. Die Bildebene enthalte 
eine Schar (10^ abgesehen von NS) von Kraftlinien^ die in bekannter 
Weise konstruiert^^) bezw. experimentell bestimmt werden. Denkt man 
sich nun das System um NS gedreht^ so wird der Raum von Flächen 
durchsetzt^ die man dadurch körperlich darstellt^ daß man Schnitte senk- 
recht zu JSfS hindurchlegt und die kreisförmigen Schnittfiguren in schräger 
Parallelperspektive hervortreten läßt. In der Figur ist ein solcher Schnitt 
durch den neutralen Punkt gelegt^ wo denn auch die schalenförmige An- 
ordnung der Kraftflächen deutlich zu erkennen ist. Die Kraftlinien 1 
und 2 sind auch in der zweiten Hauptlage (1' und 2') eingezeichnet. 
Die trichterförmige Anordnung der Kraftflächen außen an den Polen ist 
durch Schnitte bei N' und S' markiert. 




Fiff. 117. 



Aufgabe 110. Das Schrägbild einer Inklinationsnadel soll 
konstruiert werden (y^ 30^). 

Die rhombische Nadel NS (Fig. 118, S. 110) mit der Achse AÄ' 
sei so gestellt, daß die Ebene des Rhombus in der Bildebene liegt. 
ÄÄ' steht daher zur Bildebene senkrecht und erscheint dementsprechend 
verkürzt. Die kleine Diagonale des Rhombus fällt im Bilde nicht mit 
ÄÄ' zusammen, sondern hat die Lage ORB!. In der Vertikalen OF liegt 
die Achse des Bügels B^ der die dritte Hauptlage hat. In der verlängerten 
OB liegt außerdem der Aufhängefaden. Die kleinen Achsenlager bei A 
und A' erscheinen kreisförmig, da sie sich in der ersten Hauptlage befinden. 
Der Winkel HON =60^ gibt die Inklination an. 

Aufgabe 111. Das Schema einer Coulomb'schen Drehwage 
soll in schräger Parallelprojektion gezeichnet werden (|-, 90^). 

Dieser für die Maßbeziehungen magnetischer und elektrischer Kräfte 
so wichtige Apparat (Fig. 119) besteht der Hauptsache nach aus einem 
drehbaren Stabe AA' (magnetische oder elektrische Nadel) und einem 
festen Stabe BB\ Ersterer hängt an dem Faden PO'^ letzterer ist ge- 
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wohnlich in der Deckplatte D eines Hohlzylinders befestigt^ der außerdem 
noch den Fadenzylinder mit dem Torsionskopfe K trägt. Die Konstruktion 
besteht daher im wesentlichen nur aus der Festlegung mehrerer Kreise bezw. 
Zylinder mit der Achse OF^ welch' letztere auf einer Grundebene E senkrecht 
steht. Die Teilung T läuft den Grrundkreisen des Hauptzylinders parallel. 

Aufgalbe 112. Eine Tangentenbussole ist im Schrägbilde zu 
entwerfen (-^^ 30^). 

In der Fig. 120 ist die vertikale ßingebene Fh senkrecht zur Bildebene 
(orthogonal) gestellt; in dieser Ebene soll auch das vordere Bein AA liegen. 
Die Mitte des Fußdreiecks ABC sei 0, die Mitte des Drehzapfens (Y 
und die Nadelmitte ff\ Die Achse des ganzen Apparates geht alsdann 
durch den Mittelpunkt des Umkreises des Fußdreiecks. Die Zeichnung 



R^ 





Fi^. 118. 



Fig. 119. 



hat daher mit der Bestimmung dieses Kreises in der Grundebene E und 
der Fixierung eines gleichseitigen Dreiecks ABC zu beginnen ^ dessen 
Halbmesser OA senkrecht zur Bildebene steht. Hiernach sind die beiden 
Zylinder bei (J (Lager und Zapfen) festzulegen und zwar so, daß die 
Beine an der richtigen Stelle eingelenkt werden können; somit muß 
aA\\OA, 0"B'\\()B und 0'C/\\OC sein. In gehöriger Entfernung 
über 0' sind nunmehr die beiden Kreise in der dritten Hauptlage einzu- 
zeichnen^ die den Streifen BSN derStrombahn markieren. Die Mitten 
dieser Kreise liegen natürlich etwas seitlich (links und rechts) von (Y'^ 
dem Mittelpunkt der Nadel und der Büchse B. Der Träger T der Büchse 
ist hiernach sofort einzuzeichnen. Die Ruhelage NS der Nadel muß eben- 
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falls genau in die mittlere Ringebene gelegt sein. In der Fig. 120 ist 
übrigens der J^Tadel eine entsprechende Ablenkung erteilt. Die Fortfübrung 
der Strombabn nach unten bis zu den Klemmen und der richtige Ansatz 
der Beine ergibt sich von selbst; die kleinen Teile (Füße^ Fußschrauben^ 
Klemmen) zeichnet man freihändig. 

Aufgabe 113. Man soll den Doppel-T-Anker eines Siemens- 
schen Induktors im Schrägbilde darstellen (|^ 60^). 

Die beiden Magnetschenkel JSf und S (Fig. 121) umfassen eng den 
Doppel-T-Anker A. Die zylindrischen Stirnflächen liegen in entsprechenden 




H- 




Fig. 120. 

Einschnitten der Polenden. Denken wir uns den Anker wagerecht ^ so 
gruppieren sich die Einzelkonstruktionen um die Horizontale HH' und 
die Vertikale VV'^ die man sich in der Bildebene denkt. Von den Magnet- 
schenkeln zeichnet man quaderförmige Abschnitte. Die Zylinderachse geht 
durch den Schnittpunkt yon HH' und VV\ Die Drahtwindungen sind bei 
D abgeschnitten. 

Aufgabe 114. Die Induktionswirkung auf die Windungen 
eines Ringankers (Pacinotti-Gramme) ist schematisch zu zeichnen 

(h 30«). 

Zwischen den Magnetpolen A^und S (Fig. 122) befindet sich em Kraft- 
feld^ das von einem Drahtringe durchschnitten wird. Der Ringanker E^ der in 
der Bildebene liege^ ist hier nur durch eine Kreislinie markiert. Wir greifen 
acht Hauptlagen (1^ 2^ 3 ... 8) des Drahtringes heraus und konstruieren zunächst 
die Schrägbilder in diesen Lagen nach § 3 (yergl. Fig. 21 des Kreisblatt- 
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Büschels). In der Figur sind für die Lagen 1^ 2 und 3 die konjugierten 
Durchmesser mit dem konjugierten Parallelogramm verseilen^ was die 
Zeichnung erleichtert. Die Welle W mit der mathematischen Achse ÄÄ' 
stellt senkrecht zur Bildebene. Man erkennt bei richtiger Einzeichnung 
der Strompfeile die neutrale Linie 7 3 und die Linie stärkster Wirkung 1 5. 
Aufgabe 115. Das schematische Schrägbild des Trommel- 
ankers von Hefner-Alteneck ist zu entwerfen^^)^ (-^ 45^). 

Die Trommelachse 0' 
S ..1 soll senkrecht auf der Bild- 

ebene stehen^ die ihrerseits 
die Stirnfläche XS enthält 
(Fig. 123). Zwischen NN' 
und SS' liegt das Kraft- 
feld. Bei ist außerdem der 
Kollektor (yiert eilig) ange- 
bracht^ mit den beiden Schleif- 
bürsten^ die nach + und — 
hinlaufen. Die Windungen sind 
auf der Hinterseite N'O'S' 
derart beziffert^ daß die Ver- 
bindung der Hauptteile her- 
vortritt. Der Hauptsache nach 
ist daher ein liegender Zylin- 
der parallelperspektivisch zu 
konstruieren mit acht Seiten- 
linien^ längs deren die Win- 
dungen verlaufen. Die Ver- 
bindung auf der Vorderseite 
mit dem Kollektor wird in 
freien Bogen eingezeichnet. Die Geraden IIH' und W spielen dieselbe 
Rolle wie in Fia\ 121. 




Anwendungen aus der Chemie bieten sich zahlreich dar. Viele Appa- 
rate sind nur in perspektivischer Darstellung recht verständlich^ ebenso 
manche Werkzeuge und Einrichtungen der chemischen Technologie (metal- 
lurgische Ofen und dergl.). Hier soll nur auf die eigenartigen Gebilde 
der Stereocheniie hingewiesen werden. Die einzelnen Teile der sofort 
verständlichen Figur 124 geben z. B. gewisse interessante Atomgruppierungen^ 
aus denen man neuerdings die Zahl der Isomeren bei Kohlenstoff Verbin- 
dungen erklärt (~^ 45^). 

Bei a) tritt ein asymmetrisches Kohlenstoffatom C auf^ das die iso- 
meren Methanderivate (durch Substitution an den Stellen 11^^ JFl^, B^^ Ii^) 
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yerbildlicht. Fig. 124b zeigt Ladenburg's Prismenformel für das Benzol. 
Die Bindung zweier Kohlenstoffatome (C^ C) mit mehrfacher Asymmetrie 




Fig. 123. 

zeigt Fig. 124c (Milchsäure); das Bild wird von unten gesehen^ B^ liegt 
daher vorn. Eine interessante Ringbindung ^ die bei Trimethylen- 

CH ^^ 




(a) 



•R. HC*^ 




(d) 1^6 



Fiff. 124. 



derivaten auftritt^ wird aus Fig. 124d ersichtlich. Der zeichnerische 
Entwurf ist in allen diesen Fällen ganz einfach. ^^) 

Müller u. Presler, Projektionslelire. A. § 
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Ülbungsaufgalben: 1. Konstruiere Netzgefäße und Spiralgefäße Yon 
Pflanzen. 

2. Vereinige mehrere sechsseitige Gefäße zu einem Gefäßbündel^ sodaß 
der Raum lückenlos ausgefüllt wird. 

3. Zeichne Blattspiralen für die Stellungsyerhältnisse : a) j (Gräser^ 
Schwertlilie, Linde); b) | (Flachs, Kohl, Rettig); c) g^, (Rot- und Weiß- 
tanne); d) II (Kiefer). 

4. Konstruiere Stengelstücke mit yerschiedenem Querschnitt (ellip- 
tisch, halbrund, dreikantig, vierkantig). 

4a. Konstruiere Idealbilder windender Pflanzen (Fig. 106). 

5. Zeichne die Schneckenlinie für einen stumpfen Kegel. 

6. Auf dem Mantel eines abgestumpften Kegels soll eine Schnecken- 
linie vom unteren Rande (rechts) dreimal um den Kegel herumgeführt 
werden, bis sie oben (rechts) endigt; man soll das Schrägbild zeichnen. 
(Man wähle einen schmalen Kegelstumpf, wickle den Mantel dreimal 
hintereinander ab und ziehe in dem so erhaltenen Bogenvierecke mit drei- 
facher Grundlinie die Gerade). Vergl. Martus, Rauml. II, 163. 

7. Konstruiere die Fig. 107 auf Grund der genauen Maße und lege 
rundum an alle sechs Seitenflächen neue Zellen. 

8. Vervollständige das Zellgewebe der vorhergehenden Aufgabe nach 
oben, sodaß ein vollständiges Wabenstück entsteht. 

9. Zeichne ein zylindrisches Stück Rückenmark mit den daraus ent- 
springenden Nerven (vergl. Seydlitz-Reichenbach, Zoologie S. 37). 

10. Entwirf das ideale Schrägbild des Röhrensystems einer Maul- 
wurf swohnung (Kessel). 

11. Konstruiere die trichterförmige Fallgrube des Ameisenlöwen. 

12. Zeichne eine dreiseitige Pyramide mit ihrem Schwerpunkte (Lehr- 
satz des Leonhard von Vinci). 

13. Ein scharfes Schraubengewinde (vergl. Fig. 108) ist als wirk- 
liches Schrägbild zu konstruieren (^ > 0). 

14. Ein flaches (quadratisches) Schraubengewinde soll in normaler 
und schräger Parallelperspektive gezeichnet werden. 

15. Zeichne folgende Schrägbilder: Taucherglocke, Kardanische Auf- 
hängung, Fallröhre, Wellrad, Zahnrad, schiefe Ebene, Keil, Schrauben- 
mutter, archimedische Wasserschraube, Ringkugel der Schwungmaschine 
(auch sphäroidisch) , Foucault's Pendel, Verbundgefäße, Segner's Turbine, 
körperliche Figur für das archimedische Prinzip, Mcholson's Senkwage; 
gemeiner Blasebalg, Magdeburger Halbkugeln, Luftballon mit Korb. 

16. Konstruiere als schematische Schrägbilder: Akustische Glocke, 
Sprachrohr, Scheibensirenen, Monochord, Lippenpfeife, Kugelresonator, 
Stimmgabel auf Resonanzkasten, Trommel zum Aufzeichnen vonW eil enlinien. 

17. Entwirf im Schrägbilde die Zylinderkurven zu Lissajous' 
S chwingungsfigur en. 
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JV^« -fariat Ina: 
fhcKrta coLorenv 



18. Zeiclme in einfacher Lage Kern- und Halbschatten einer Kugel 
(Erde^ Mond), die durch eine andere Kugel (Sonne) beleuchtet wird. 

19. Konstruiere die Figuren 1 und 2 (Einleitung)^, die in freier Per- 
spektive entworfen waren, genau in schiefer Parallelperspektiye (verein- 
fache vorher die Lage der Strahlen). 

20. Entwirf das Schrägbild für das berühmte Experiment um 
er u eis von Newton. Die beistehende Figur ist in der mangelhaften 
Zentralperspektive des 17. Jahrhunderts aus dem Originalwerke, Optice 
Liber I pars I exp. 6, entnommen; sie soll in schiefe Parallelperspektive 
umgesetzt, insbesondere sollen Prismen und Linse richtig dargestellt werden. 
(Nee variat lux fraeta eolorem = das prismatisch gebrochene Lieht ändert 
seine Farbe nicht mehr). 

21. Zeichne schematisch ''^) : 
Die Müller' sehen Reflexions- 
und Brechungsapparate (Halb- 
zylinder), Sextantenmodell, 
Heliostat, Fernrohr, Mikro- 
skop, Spektralapparat (Re- 
flexgoniometer), Projektions- 
lampe, photographische Kam- 
mer, Nörremberg's Polari- 
sationsapparat , Wellenober- 
fläche der extraordinären 
Strahlen im Kalkspat fvergi. 
Fig. 97), Wellenoberflächen in optisch einachsigen Krystallen."^) 

2^. Zeichne folgende Schrägbilder: Ringkugelapparat, Dampfzylinder 
mit Kolben (halb durchschnitten), Schieberkasten mit Schieber (Dampf- 
maschine), pneumatisches Feuerzeug, Davy's Sicherheitslampe, Wärme- 
leitungsapparat von Ingenhouß. 

23. Vervollständige die Fig. 117 in bezug auf die Sehnittkreise und 
trenne hierbei die nordpolarische Hälfte von der südpolarischen, sodaß die 
pokalartigen Hälften hervortreten. 

24. Konstruiere folgende Schrägbilder: Bussole zum Feldmessen, Nadel- 
scheibe der Schiffsbussole mit Windrose, Magnetometer, magnetisches 
Deklinatorium und Inklinatorium. 

25. Führe in Fig. 122 die Verbindung der einzelnen Ringe (Spulen) 
unter Vermittelung des Kollektors aus. 

26. Zeichne ferner: Plattenkondensator, Leydner Flasche, Bogenlampe 
mit parabolischem Reflektor, Wheatstone'sche Brücke, Multiplikator, Mi- 
krophon des alten Reis'sehen Telephons, Sehraub endraht (Solenoid), ver- 
schiedene Kommutatoren (Stöhrer). 




*) Krystallkonstruktionen zur Optik finden sich bereits in § 8. 
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27. Entwirf folgende Sclirägbilder: Gaskessel^ Kipp's Apparat^ Gradier- 
werk (für Salzgewinnung). 



§ 11. Theoretisches über schräge Parallelprojektion. 



Die bisherige Behandlung der Sclirägbilder war elenientar-propädeutisch^ 
da wir die Richtigkeit der wichtigsten Konstruktionsregeln unmittelbar 
aus der Anschauung ohne zwingenden logischen Beweis entnahmen. 
Bei der großen Einfachheit der Verhältnisse erscheint ein solches Ver- 
fahren wohl zulässig. Verlangt man aber volle Schärfe^ dann bedarf es 
einer Reihe von Lehrsätzen^ die im folgenden zusammengestellt sind. Der 
Beweis ist leicht zu finden und stützt sich meist auf die Sätze ^ die im 
Anhang I aus dem Systeme der Stereometrie zusammengestellt sind.*) 
Sämtliche Lehrsätze beziehen sich auf eine vertikale Lage der Bildebene. 

Erklärungen:^"^) 

1. Eine Gerade heißt frontal**)^ wenn sie der Bildebene parallel ist. 

2. Eine Gerade heißt orthogonal^ wenn sie zur Bildebene senkrecht ist. 

3. Eine Gerade heißt brachial^ wenn sie frontal und zugleich parallel 
der horizontalen Achse (Richtung der ausgestreckten Arme) liegt. 

4. Eine Ebene heißt frontal^ wenn sie zur Bildebene parallel ist 
(L Hauptlage). 

5. Eine Ebene heißt orthogonal^ wenn sie zur Bildebene senkrecht ist. 

6. Eine Ebene heißt brachial^ wemi sie parallel zur horizontalen Achse 
verläuft. 

7. Eine Ebene heißt lateral^ wenn sie orthogonal und vertikal zu- 
gleich ist. 

Der Fall 3 ist ein Sonderfall von 1^ der Fall 4 ein Sonderfall 
von 6. Die horizontale Lage einer Ebene haben wir auch als 
II. Hauptlage^ die laterale Lage als IIL Hauptlage bezeichnet. 

Lehrsätze:^-') 

1. Das Bild eines Punktes ist wiederum ein Punkt. 

2. Das Bild einer Geraden ist im allgemeinen wiederum eine Gerade [2) 
(Ausnahme?). 

3. Jede frontale Strecke hat ein paralleles Bild in natürlicher 
Größe (11). 



'•'■) Wie bisher in KursivzifFern angeführt. 
*'-^-) Diese Benennungen sind bereits vielfach gebraucht worden und er- 
scheinen hier in besserer Zusammenfassung. 
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Sonderfälle: 

a) Vertikale Strecken liefern vertikale Bilder in natürlicher 
Größe. 

b) Brachiale Strecken liefern horizontale Bilder in natürlicher 
Größe. 

Zusatz: Die Projektionen yon frontalen Winkeln und frontalen 
ebenen Figuren sind mit diesen kongruent. 
4. Zwei parallele^ aber sonst beliebige Strecken (AB und CD) liefern 
im allgemeinen parallele Bilder (Ausnahme?). Beweis nach Fig. 125^ 
(i, 45«); (24). 




o. 



oa. 




Fig. 125. 



Fig. 126. 



Zusätze: Sind die Parallelen gleich^ so sind die Bilder gleich. 
— Ein Parallelogramm liefert wiederum ein Parallelogramm. 
Jede orthogonale Strecke liefert verzerrte Bildstrecken^ deren Lage 
und Länge von der Richtung der Projektions strahlen abhängt. 
Das Verzerrungsverhältnis q für orthogonale Strecken (Verhältnis 
zwischen Bild und Gegenstand) ist gleich der trigonometrischen Kotan- 
gente des Neigungswinkels der Projektionsstrahlen zur Bildebene. 



Hosted by 



Google 



118 I. x^bsclinitt. Schräge Parallelprojektion. 

Beweis: In Fig. 126 (^^ 45^; Ygi. Fig. 5) sei die Maßzahl der ortho- 
gonalen Strecke OÄ gleich a^ die des Bildes OÄ' gleich a. Die Ebene 
{OAA) der Projektions strahlen steht senkrecht auf der Bildebene {17). 
Wir finden daher bei A (ebenso bei B und 0) den Neigungswinkel i 
der Strahlen zur Bildebene {9). In dem rechtwinkligen Dreiecke OAA 
ist daher cot i = a : a = q. Wenn g < 1 ; dann spricht man von 
einem YerkürzungSYerhältnis. 
5b) Der Yerzerrungswinkel CO für orthogonale Strecken (Verschiebungs- 
winkel^ weniger gut ^^Neigungswinkel^^ genannt) ist der Winkel zwischen 
dem Bild und irgend einer horizontalen Linie der Bildebene (Horizont); 
er bestimmt die Richtung der Bildstrecke. 

In Fig. 126 ist durch der Horizont OX gezogen; man sieht, 
daß Ä'OX' der fragliche Winkel ist (gewöhnlich spitz gewählt)^ der 
auch als GOX gefaßt werden kann. Da CA' die sog. ISTormal- 
projektion der Strahlenrichtung ist^ so gibt CA' zugleich die Bild- 
richtung an. 

Hieraus kann man entnehmen^ wie man ein Bild (z. B. Fig. 126) 
halten muß^ um richtig zu sehen. Da cot i = j^ also i ^ 63^*) ist^ so 
hält man die Figurenebene zunächst yertikal und visiert in großer 
Entfernung Yon rechts oben (Mittellage für co = 45^) derart nach hin^ 
daß die Augenstrahlen einen Winkel von 63^ mit der Bildebene bilden. 

6. Bei der schrägen Parallelprojektion bleiben die Teilungsyerliältnisse 
des Gegenstandes im Bilde erhalten. 

Beweis: In dem Sonderfalle der Fig. 126 erkennt man sofort^ 
daß OA:OB=^ OÄ:OB\ Im allgemeinen Falle (vergl. Fig. 125) 
ergibt sich ebenfalls ohne weiteres^ daß XA:XB = X'A:X'B', oder 
YG: YD=- Y'C'. Y'J)\ 

Zusatz: Die Projektion harmonisch geteilter Strecken zeigt 
wiederum harmonische Teilung. 

7. Das Bildyerhältnis zweier paralleler Strecken ist gleich dem Verhältnis 
der Strecken selbst. 

Beweis: Man verschiebe (Fig. 125) AB parallel nach Ä und CT) 
nach C\ 

8. Das Bild eines Kreises ist im allgemeinen eine Ellipse. 

H. 

Die meisten bisherigen Schrägbilder waren deshalb verhältnismäßig 
leiclit anzufertigen^ weil Avir einfache Lagen bevorzugten. Im allgemeinen 
legten wir eine hervorragende Ebene des Gegenstandes (Originals) entweder 
frontal^ horizontal oder lateral zur Bildebene. Es gelang uns auch^ eine 
beliebige Strecke abzubilden^ wenn sie z. B. als Körperdiagonale eines 



*) Das Zeichen ^^^ bedeutet „annähernd gleich". 
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Quaders betrachtet werden konnte^ der mit einer Fläclie frontal^ mit einer 
anderen lateral lag. Die allgemeinste^ grundlegende Aufgabe aber ist 
bis jetzt noch nicht gelöst^ nämlich die folgende: 

Gregeben ist ein beliebiger Punkt^ man soll das Schrägbild 
konstruieren (~^ 45^). 

Analyse: Damit die Aufgabe bestimmt sei^ denken wir uns Punkt P 
(Fig. 127a) festgelegt durch das Lot PP^^ das uns angibt^ wie hoch P 
über Ebene I liegt; ferner durch PP9; den Abstand von 11^ und endlich 
durch OA^BP^^ wodurch bestimmt wird^ wie weit P in der Richtung 
OX liegt (Abstand von Ebene 
YZj hier nicht abgegrenzt). 
Nun sieht man^ daß P^P 
nichts anderes ist^ als das pa- 
rallel-perspektivische Schräg- 
bild von P^P] i^an kann so- 
gar den ganzen Linienzug 
OÄP^P' als das Bild der ge- 
brochenen Linie OAP^P an- 
sehen. Für ein bestimmtes g 
(cot i) und CO ist daher P' 
sofort anzugeben^ denn es ist 



Winkel HP,P' = 



und 




Fig. 127 a. 



WinkelPP^Pg^^f. DerStrahl 
PP' trifft die Grrundebene in 
Py wobei zu bemerken ist^ daß 
die verlängerte P^P mit dem 
Lote von P auf OX in ä zu- 
sammentrifft. 

Konstruktion: Wir legen die Bildebene iJ in die Papierebene (Fig. 127b) 
und bilden zunächst diese Ebene JJ selbst als Rechteck ab (OXZ). Für die 
Bildkonstruktion des Punktes P wählen wir hier q = j^ ca = 30^*) und 
schneiden daher die gegebene Strecke OÄ(=^OÄ der Fig. 127 a wegen 
der Verkürzung) auf OX ab bis Ä und errichten in Ä das gegebene Lot 
ÄP2 (= PPi der Fig. 127 a). Dann ziehen wir durch Pg den Horizont 
HH' und legen an P^ die Strecke P2P' = \PP^ unter 30^ zum Horizont. 
Nunmehr ist P' die gesuchte Projektion. — Eine zweite^ vorteilhafte und 
sehr anschauliche Konstruktion besteht darin^ daß man das Bild des Linien- 
zuges OAP^P sucht. Man schneidet OA ab^ zieht durch A unter 30^ 
eine Strecke = |- der natürlichen Länge von PP^ und errichtet in P^ die 
Vertikale in natürlicher Länge und erhält so wiederum P\ 

Offenbar spielen hier die gegebenen Lotabstände die Hauptrolle. Man 

*) Während für die Analyse der Aufgabe ^= |- und co = 45^ galt. 
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nennt sie die Koordinaten des Punktes P^ während P^ und Pg die Nor- 
malprojektionen Yon P auf I und II heißen. Wir werden später (Teil II) 
sehen^ wie diese Normalprojektionen zweckmäßig zur Herstellung ganz 
beliebiger Scbrägbilder benutzt werden. Diese Bildkonstruktion für den 
Punkt läßt sieb nun leicht auf die Strecke anwenden^ indem man die 
Bilder der Endpunkte konstruiert. So fährt man fort und dehnt das 
Verfahren auf Dreiecke^ Vielecke usf. aus. 

III. 

Die algebraisch-analytische Behandlung der Schrägbilder knüpfen wir 
an Fig. 128^ die ein erweiterter Ausschnitt aus Fig. 126 ist. Wir be- 
trachten Yon den einfallenden Parallelstrahlen nur den Hauptstrahl OF 




Fig. 127 b. 



Fig. 128. 



und legen durch den Horizont OX die Horizontalebene I; sie sowohl wie 
die Vertikalebene II sind nach vorn begrenzt durch die Achsen Y und 
OZ^ die ihrerseits eine dritte Ebene bestimmen (nicht abgegrenzt). Der 
Anschaulichkeit halber soll OX die Ostrichtung bedeuten und OX' (OW) 
die Westrichtung^ somit OY(OS) die Südrichtung und OY' (ON) die Nord- 
richtung. Wenn PO einen Sonnenstrahl darstellt^ dann befindet sich die Sonne 
in einer Vormittags Stellung^ aber noch nicht in der Kulmination. Wir fällen 
von dem beliebigen Punkte P die Lote auf I und II bis P^ und Pg und er- 
halten so die Normalprojektionen OP-^ und OP2 des Strahles. Winkel POP-^ 
stellt dann die Sonnenhöhe Qi)^ Winkel XOP^ ihren Azimut (a) yon Osten 
ab gerechnet dar. Die Geraden OP^ OP^ und Y liegen in einer Ebene^ 
die zugleich senkrecht auf der Bildebene steht. Winkel POP^ ist der 
Neigungswinkel {i), also POY= 90^ — i. Die Keilwinkel bei OP-^ und 
OP^ sind rechte^ während der Keilwinkel bei Y zwischen I und Ebene 
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COY durcli den ebenen Winkel XOC = cd gemessen wird^ denn OY stellt 
auf II senkrecht. Man ersieht aus dieser Betrachtung^ daß die Dreikante 
(dreiseitige^ körperliche Ecken) OPXP^ und OPXP^ bestimmt sind 
und nach den Lehren der sphärischen Trigonometrie (Napier's Regeln) bei 
bestimmten Annahmen für q (i) und cö berechnet werden können. ^^) 

Auch die Konstruktion der Winkel dieser Dreikante ist nicht schwer 
und wird später an einzelnen Orten ausgeführt werden (§ 19). 

Wenn wir zuletzt gesehen haben ^ daß die Konstruktion der 
Schrägbilder in allgemeineren Lagen des Originals Schwierigkeiten bietet^ 
daß ferner das Auge nicht leicht in die richtige Visierlage gebracht 
werden kann^ daß endlich die wahren Längen beliebiger Strecken nicht 
immer leicht aus dem Bilde entnommen werden können^ so hat die 
schräge Perspektive doch den großen Vorzugs daß sie bei hinreichender 
Anschaulichkeit ein rasches Entwerfen (auch freihändig) erlaubt^ denn 
alle frontalen Figuren des Körpers bleiben im Bilde kongruent und alle 
orthogonalen Strecken werden nach derselben Richtung in dem- 
selben Verhältnis verzerrt. In dem folgenden Teile II wird eine Pro- 
jektionsart erörtert werden^ die ein einfaches Entnehmen der wahren 
Längen beliebiger Strecken bei geringerer Anschaulichkeit gestattet^ 
wobei allerdings auf ein rasches Entwerfen verzichtet werden muß. 

"Ülbungsaiif gaben: 1. Welche der obigen Sätze gelten auch für die 
senkrechte (normale) Parallelproj ektion ? 

2. Zeichne und vergleiche Würfelbilder für folgende Annahmen: 



1 

2 


1 

3 


60^ 


30^ 



Q. 1 I - 2" I 2 3 3 



GD = 300 I ßQO 300 ^ ßQO 3Q0 ßQO 

3. Berechne und konstruiere für vorstehende Werte von q und co 
Höhe und Azimut für die Annahme^ daß in Fig. 127 die Strahlung durch 
die Sonne bewirkt werde. 

4. Um welche Zeit würden diese Sonnenhöhen und Azimute (Aufg. 3) 
im Laufe des Tages eintreten^ wenn die geographische Breite des Ortes 
cp = 50^; welche Deklination müßte dann die Sonne haben? 

5. Wie groß ist q und co für h = 40^ und den Azimut a == 80^ (= 10^ 
östlich)? Antwort: q = 0,87; cd == 78,33^. 

6. Wie groß ist q und co für 10^30"^ Vormittags im Anfang des Früh- 
jahrs (cp = 50^)? 

7. Wie groß ist der Neigungswinkel der Strahjung gegen die beiden 
Ebenen I und IZ, wenn die Normalprojektionen OP-^ und OP2 gleiche 
Winkel von 45^ mit der Achse OX bilden (Fig. 128)? Antwort: rund 35^*) 
(Wegen der Symmetrie sind die beiden Keilwinkel bei OX auch = 45^.) 

8. Aus CO und q sind die Neigungswinkel a^ ß, y eines Projektions Strahls 
zu OX^ OY^ OZ zu berechnen und umgekehrt. 

*) Vergl. § 19. 
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IL Absclmitt. 
Senkrechte Parallel-Projektion. 

(Orthogonale oder Normal-Projektion.) 
12. Begriff der ÜSTormalprojektion. — Der Punkt und seine Koordinaten. 



In der Einleitung zu § 1 wurde der Begriff der räumliclien Projektion 
bereits ausführlich erläutert und auch darauf hingewiesen^ daß die ortho- 
gonale oder Normalprojektion nur ein Sonderfall der Parallelprojektion ist. 
Es erscheint nun auffällige daß man hier den allgemeinen Fall^ die schiefe 
Parallelprojektion ^ dem Sonderfalle der senkrechten Projektion Yoraus- 
gehen läßt. Das geschieht nun lediglich aus Zweckmäßigkeitsgründen. 
Wir haben gesehen^ daß die Schrägbilder (auch freihändig) rasch zu ent- 
werfen sind und daß durch ihre Anschaulichkeit eine klare Einsicht in die 
räumlichen Eigenschaften gewährt wird. Grewisse Schwierigkeiten und Un- 
YoUkommenheiten der Schrägbilder (Yergl. Schluß Yon § 11) nötigen uns 
nun^ die senkrechte Parallelprojektion näher zu betrachten und ihre Ge- 
setze eingehend zu Yerfolgen. Dabei können wir aber nirgends der Schräg- 
bilder entbehren; sie werden uns im Gegenteil ein unschätzbares Mittel 
bilden e um in den Zusammenhang einer neuen Projektionsart einzu- 
dringen.*) Haben uns doch schon die Figuren 127 a und 127 b gelehrt^ 
wie man an dem einen Schrägbild (j^ 45^) den Übergang zu einer 
anderen schrägen Darstellungsart (y^ 30^) finden kann.^^) 

Zur genaueren Begriffsbestimmung der Xormalprojektion soll auch hier 
zunächst ein Körper dienen. Man wähle einen Quader (rechtwinkliges 
Parallelopiped) und denke sich dessen Lage (Fig. 129; |^ 45^) gegenüber einer 
Bildebene E so^ daß Fläche ÄBCD (EFGH) parallel E ist. Wir nehmen 
zur Abwechslung eine horizontale Lage der Bildebene an. Ferner halte 
man das Auge derart über den Quader^ daß die Sehstrahlen in der Rich- 



*) Bei solchen Figuren werden auch hier die Verzerrungszahlen beigesetzt 
werden. 
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tung des Pfeiles S-^ annähernd parallel ÄE {FB usf.)^ also vertikal ver- 
laufen. Das Ange ist demnacli sehr hoch über der Ebene E (in einer 
Art Vogelperspektive) anzunehmen. Alsdann bedeckt der Quader für das 
Auge auf der Bildebene E ein Feld^ das begrenzt wird durch das Rechteck 
AJS^C^D^. Bei dieser Lage des Quaders ist Ä^B^C^D^^ÄBCI){EFGH). 
Man nennt diese Figur das Normalbild (oder Orthogonalbild) des 
Quaders in bezug auf Bildebene E^ da die Projektionsstrahlen normal^ 
d. h. senkrecht (orthogonal) zu E stehen. Es ist sofort klar^ daß das 
Normalbild geometrisch bestimmt ist durch die Fußpunkte aller Lote^ die 
von sämtlichen Punkten des Körpers auf E gefällt werden können. Faßt 
man dabei die Ecken des Quaders besonders ins Auge^ so sind demnach 
die Punkte Ä-^B^C-^D^ nicht allein die Bilder von Ä^ B^ C und D^ sondern 
zugleich von E^ F, G und H. Hiernach müßte A^ noch mit E^^ B^ mit 
jP-i^usf. bezeichnet werden. Ein derartiges Zusammenfallen der Projektions- 
bilder ist eine besondere Eigenart der Normalprojektion^ die ihr vielfach 
die Anschaulichkeit raubt. Dieser Nach- 
teil wird nun^ wie wir sehen werden^ 
durch besondere Vorzüge ausgeglichen. 

Markiert man die Figur A^B^C^B^ 
auf Ebene E durch den Stift und ver- 
sieht sie mit einer Färbung^ die dem 
Quader angepaßt ist^ so wird auch hier 
das Auge beim Beschauen des Bildes 
denselben Eindruck haben ^ als wenn es 
den Körper selbst sähe (vergi. Einlei- 
tung zu § 1). 

Die Bildebene kann nun die verschiedensten Lagen annehmen. Hier 
sollen die einfachsten bevorzugt werden. Hält man z. B. die Bildebene 
hinter den Körper parallel zur Fläche AEFB{I)HGC) in sog. fron- 
tale Lage und blickt in der Richtung des Pfeils S^ senkrecht gegen 
die Bildebene^ so erhält man als Bild ein anderes Rechteck A^E^F^B.^ 
bez. D^H.^G^C^ (hier nicht gezeichnet). Wir erblicken also den Quader 
in einer anderen Ansicht^ aufrecht vor uns stehend. Das letzte Bild 
heißt daher auch Aufriß (Frontalriß^ Standriß) zum Unterschiede von 
jenem ersten Bilde ^ das aus naheliegenden Gründen Grundriß genannt 
wird.^^^) Die Frontalebene wird von uns Auf ebene genannt. 

Da der Raum nach drei Hauptrichtungen ausgedehnt ist^ so liegt es 
nahe^ den Quader auch nach der dritten Hauptrichtung zu betrachten^ 
die senkrecht zur Ebene der beiden ersten steht. Blickt man in der Rich- 
tung des Pfeils S^, so bietet sich als Seitenriß (Profilriß) oder kurz als 
^^ProfiF ein Rechteck B^F^G^G. (A^Eo^H^D^^) dar^ wenn zugleich die Bild- 
ebene parallel BFGC (AEHB), also auch senkrecht zu S^ gehalten wird. 

Diese drei Projektionen oder Bilder sind ebene Figuren^ und es ist 




Fig. 129. 
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BT 



E. 



einleuclitend^ daß die geometrische Phantasie aus ihrem Anblicke allein 
den Körper selbst in allen Einzelheiten aufbauen kann. Während man 
aber bei der schrägen Projektion mit einem Bilde ausreicht^ müssen hier 
zur YoUen Klarheit mehrere beitragen. So wird es nach einiger Übung 
nicht schwer fallen^ aus der Grestaltung obiger drei Rechtecke Yor dem 
geistigen Auge die Gestalt des körperlichen Quaders herauswachsen zu 
lassen. Bei allen Rissen^ Karten^ Plänen^ Photographien und anderen 
Bildern ist die geometrische Einbildungskraft in ähnlicher Weise tätig. 
Oft wird es nicht einmal nötig sein^ die Bildebene in alle oben ge- 
nannten Hauptlagen zu Yersetzen; denn in Yielen Fällen genügt wohl 
schon die Betrachtung des Grund- und Aufrisses oder des Aufrisses und 
Profiles allein^ um einen hinreichend klaren Einblick in die körperliche 
jS^atur des geometrischen Gebildes zu gewinnen. 

Die drei Hauptlagen der Bildebene (is\^ E^^ E^ oder I^ II, III in 

Fig. 130) bilden in ihrem gegen- 
seitigen Schnitte ein rechtwinkliges 
Dreikant (körperliche Ecke). Die 
Schnittachse zwischen I und II 
soll stets mit OX bezeichnet wer- 
den^ die übrigen entsprechend mit 
OY und OZ in ähnlicher Weise 
wie früher bei der Schrägprojektion; 
nur haben wir dort wiederholt der 
Ebene II die seitliclie Lage ge- 
geben (Ygl. die Figuren 5^ 127^ l-^); 
um in die Entstehung der Schräg- 
bilder einen besseren Einblick zu 
gewinnen^ als es bei der gewöhn- 
lich frontalen Lage dieser Bild- 
ebene möglich gewesen wäre. Die 
drei Achsen OX, OY, OZ laufen parallel den in Fig. 129 durch Pfeile 
angedeuteten Projektionsrichtungen [13) und heißen kurzweg Projektions- 
Achsen. 

H. 

Die ganze bisherige Betrachtung führt zu der Frage: In welcher 
Weise stellen wir uns ein System Yon Regeln für die Normalprojektion 
her? Bei der Untersuchung der Schrägprojektion^ die einen praktisch- 
propädeutischen Charakter trug^ begannen Avir sofort mit der Behandlung 
einfacher Körperflächen auf Grund unmittelbarer Anschauung. Hier aber 
wollen wir das Problem in größerer Schärfe fassen. Wir y er einfachen 
zunächst die Untersuchung^ indem wir mit dem einfachsten geometri- 
schen Gebilde^ dem Punkte^ beginnen. Hierauf sollen folgen die be- 




Fig. 130. 
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grenzten Gebilde: Strecke^ Dreieck^ Yieleck^ Kreis; Würfel^ Quader^ Po- 
lyeder und endlich die krummflächigen Körper.^^) 

Wir stellen uns nunmehr die 

Aufgalbe 116: die Normalprojektionen eines allgemein ge- 
gebenen^ fest bestimmten Punktes in den drei Haupt-Bildebenen 
zu bestimmen. 

Analyse: Wir nehmen also hier diejenige Aufgabe Yor^ mit der wir 
oben die Lehre Yon der schrägen Parallelprojektion beschlossen haben, 
und betrachten zunächst die Lage des Punktes P zu den drei Bildebenen 
ly II und III auf Grund der parallelperspektiYischen Fig. 131a; j^ 45^). über- 
haupt mögen die geometrischen Analysen der normalprojektiYischen Auf- 
gaben zuerst in der gewohnten schrägen Darstellung Yorgenommen 
werden. ^^) Soll P normal projiziert werden^ so muß zunächst seine 



^i^ 



i.S 



^ 0'-'' 



Fio'. 131a. 




Fio-. 131b. 



Lage eindeutig bestimmt werden. 



Das geschieht nun am einfachsten 



mit Hilfe der senkrechten Abstände des Punktes P Yon den drei Bild- 
ebenen. Man bezeichnet sie mit x^ y^ entsprechend den drei. Achsen, 
denen sie parallel laufen (6)^ und nennt sie nach dem Vorgange des 
Gart es ins die räumlichen Koordinaten des Punktes P in bezug auf 
die drei Achsen OX^ OY^ OZ. Daß P durch x, y^ z eindeutig bestimmt 
ist^ geht aus folgender Betrachtung heiwor. Man hat nämlich drei stereo- 
metrische Orter für P: 

1. Die Parallelebene im Abstände x zur Profilebene (III)j 

2. „ ,, ,, ,, y ,; Frontalebene {11),^ 

3. ^^ jj ^j jj z jj Horizontal ebene (1). 
Fällt man jetzt Yon P die Lote auf I, II und III bis P^^ Pg; Po; so 
sind diese Fußpunkte die gesuchten Bilder in Normalprojektion. Sie er- 
scheinen hier allerdings noch im Schrägbilde. Um weitere Eigenschaften 
für P^; Pg und Pg zu finden^ fällt man Yon P^ die Lote auf OX bez. 
OY. Man sieht sofort, daß YP^ = OX = x und daß XF^ = OY=y. 
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Somit ist die Lage von. P^ in 1 diircli zwei Orter eindeutig bestimmt: 
durch, die beiden im Abstände x und y zu OY und OX gezogenen Pa- 
rallelen. Granz analog findet man Orter für Pg und Pg in den betr. Bild- 
ebenen und erkennt schließlicb^ daß abgesehen Yon OX=^x und OY = y 
auch. 0Z=2. Diese Analyse führt auf eine Quaderfigur mit der Diago- 
nale OPy welche allen folgenden Konstruktionen zu Grunde liegt und das 
wichtige Datum liefert: 

Durch die Koordinatenabschnitte auf den Achsen sind die 
Projektionen bestimmt (und umgekehrt). 

Konstruktion: Für die gegebenen Werte x = Iß cm 5 y = 2fi cm; 
^ == 2^1 cm lassen sich nun sofort die Normalprojektionen im Schrägbilde 
darstellen. Man zeichnet das Achsenkreuz OX YZ schräg auf und schneidet 
die Koordinaten auf OX^ OZ und OY (hier in Verkürzung) ab^ zieht 
die Hilfsparallelen durch X zu OY und OZ^ durch Y zu OX und OZ^ 
durch Z zu OX und OY bis zum gegenseitigen Schnitte in P^^ P^ 
und Pg. Will man noch P selbst im Räume haben ^ so zieht man die 
drei Projektionslote durch P^ (parallel OZ)^ P^ (parallel OY) und Pg 
(parallel OX)^ die sich in P zusammenschließen müssen (Probe auf die 
Grenauigkeit). 

Bekanntlich pflegt man den Koordinaten eines Punktes ßichtungs- 
zeicben beizulegen^ um jegliche Vieldeutigkeit zu yermeiden. Wir wollen 
hier annehmen^ daß als positive Richtung für die Achse OX (kurz 
X-Achse) die Richtung von links nach rechts (etwa nach Osten) an- 
gesehen werde; daß ferner als positiy die Richtung der l'^ Achse yon hinten 
nach yorn (etwa nach Süden) und die Richtung der if -Achse yon unten 
nacb oben gelte. Sind daher die Koordinaten gegeben: x = — 1^8; 
y = 2fi und = 2^1 cm^ dann haben Ayir den Punkt in dem Oktanten links^ 
yorn^ oben zu suchen (Fig. lolb^ Neben-Dreikant zu Fig. 131a; 1, 45^). 
Man kann in dieser W^eise die Vorzeichen weiter abändern und Punkte 
in allen Oktanten fixieren. 

Aufgabe 117. Gegeben ist der Grundriß eines Punktes und 
seine Höhenkoordinate^ man soll die anderen Normalprojektionen 
suchen. 

Die yorige Aufgabe lehrte uns^, die Projektionen aus den Koordinaten 
zu bestimmen auf Grund des oben angeführten Datums. Hier liegt eine 
Umkehrung jener Aufgabe yor. Der Anblick des Projektions quaders OP 
(Fig. 131) liefert sofort die Lösung. Man zieht durch die gegebene P^ 
die Hilfsparallelen P^X und PiY und durch X bez. Y die Hilfsparallelen 
zu OZ'^ hierauf schneidet man auf OZ die gegebene Höhenkoordinate (,z) 
ab und zieht durch Z die Hilfsparallelen zu OX und OY bis zum Schnitte 
P2 und Po mit den yorigen Parallelen (Probe?). 

Aufgabe 118. Gegeben sind Grund- und Aufriß eines Punktes; 
man soll den Seitenriß suchen. 
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Diese Aufgabe unters clieidet sicli nicht wesentlich. Yon der vorigen^ 
da durch Grundriß und ^-Koordinate bereits der Aufriß eindeutig bestimmt 
ist. Hier soll nur hervorgehoben werden^ daß bei fest gegebenem Grund- 
riß der Aufriß nicht mehr yöllig willkürlich gegeben werden darf (und 
umgekehrt)^ denn durch den Grundriß ist auch bereits eine Koordinate des 
Aufrisses bestimmt^ sodaß als Spielraum für F^ nur noch die Parallele 
durch X. zu OZ bleibt. P^ und P^ sind daher in derselben Ebene im 
Abstände x yon E^ anzunehmen. Die Lösung der obigen Aufgabe 
geschieht nun einfach so^ daß man (Fig. 131) durch P^ und Pg die Hilfs- 
parallelen zieht zu OX bis zum Schnitte Y und Z mit den anderen 
Achsen und dann durch Y und Z die Hilfsparallelen legt zu OZ bez. OY. 
Ihr Schnitt ergibt P3. (Probe?) 0^^) 

HL 

Man empfindet es gewiß als einen Ubelstand^ daß diese Normalprojek- 
tionen nicht unmittelbar yor uns stehen^ sondern daß sie erst unter Vermitte- 
lung des Schrägbildes dargeboten werden. Nur der Aufriß Pg erscheint 
in natürlicher Lage^ während Grund- und Seitenriß mehr oder minder ver- 
zerrt auftreten. Nun kommt es^ wie bereits bemerkt^ bei der Normalprojek- 
tion darauf an^ aus dem Anblick der einzelnen^ unyerzerrten^ ebenen Bilder 
ein Urteil über die räumliche Lage und Gestaltung eines geometrischen 
Gebildes zu gewinnen. Es ist daher ganz gleichgültige ob man die Bild- 
ebenen in ihrem körperlichen Zusammenhang als Schrägbild zeichnet^ 
oder ob sie für sich als einzelne Bildtafeln erscheinen. Man ist daher 
überein gekommen^ Grund- und Seitenebene aufzuklappen und zwar 
derart e daß sie mit der gewohnten Bildtafel ^ der Aufrißtafel ^ in eine 
Ebene fallen. Man denkt sich zu dem Zwecke den Zusammenhang längs 
OY gelöst und P\ so weit um OX nach unten gedreht^ daß sie in die 
Erweiterung von P^g zu liegen kommt (Fig. 132a; ^^ 45^). Ferner wird P3 so 
um OZ gedreht e daß sie ebenfalls in die Erweiterung von E^ fällt. Die 
Pfeile in der Figur geben die Drehrichtung an. Die Wege der Punkte 
Pje Yund P3 sind natürlich Kreisbogen^ erscheinen hier aber als EUipsen- 
bogen. Der Anblick des aufgeklappten Dreikants ist durch Fig. 132b 
ohne Beiwerk dargestellt. Man sieht^ daß die F- Achse in zwei Lagen 
auftritt e in der Grundstellung OY^ und der S e i t e n Stellung OY3. Der 
Projektions quader ist somit zu einem ebenen^ aber gebrochenen Linienzug 
XP^Y^Y^P^ZP2 ausgebreitet. Dieses sog. Projektionsdiagramm 
bildet yon jetzt ab die Grundlage für alle Normalprojektionen. Bei allen 
Zeichnungen dieser Projektionsart beginnt man damit^ das vorliegende Blatt 
durch zwei Geraden^ die horizontale XOY^ und die vertikale ZOY^, in 
vier Felder zu teilen^ von denen drei die aufgeklappten Bildebenen I^ 11^ III 
darstellen^ während das vierte Feld OZ^Zg Nebenzwecken dient. '^^) 
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Durch diese Aufklappung werden mehrere Vorteile erzielt. Zunächst 
erblickt man die Bilder in gewohnter Weise auf der (erweiterten) Frontalebene. 
Dann konstruiert man ausschließlich, in einer Ebene. Endlich yerein- 
fachen sich die Konstruktionslinien wesentlich.^ da die Hilfsparallelen an 
der X- und Z-Achse in eine Gerade fallen. Zwar werden YF^ und YP^ 
auseinandergerissen; aber es gelingt leicht^ den Zusammenhang durch den 
Bogen Y^Y.^ herzustellen. Auch in dieser Aufklappung wird man bei 
einiger Übung die Lage von P im Räume richtig beurteilen. 

Die Yorhergehenden Aufgaben dieses Paragraphen sind nun für 
das aufgeklappte Dreikant zu lösen. Beispielsweise lautet die Lö- 
sung der Aufgabe 117 jetzt einfach (Fig. 132b) so: Ziehe durch P^ die 
Hilfsparallelen nach OX und OY^, übertrage OY^ in die Profilstellung 
durch den Bogen Y^Y^ und ziehe durch Fg die Hilfsparallele zu OZ; 
schneide dann die Z-Koordinate auf OZ sh und ziehe durch Z die Hilfs- 
parallele (zu XOY3) bis zum Schnitte Pg mit den bereits yorhandenen. 




Sehr häufig begnügt man sich mit zwei Bildern^ meist Grund- und Auf- 
riß. Dann bedarf es bloß der Festlegung der X-Achse und vielleicht noch 
der Achse Y^OZ. Der Vollständigkeit und Bestimmtheit halber betrachten 
wir zunächst durchweg alle drei Projektionen. Ferner pflegt man auch 
nicht selten das Dreikant links^ vorn und oben (Fig. lolb) als positiven 
Oktanten anzunehmen^ sodaß dann in Fig. 131a die X-Koordinate negativ 
wäre. In diesem Falle löst man den Verband der Bildtafeln ebenfalls 
bei OY^ klappt aber die Seitenebene YOZ nach rechts. Die Konstruktions- 
regeln bleiben genau dieselben. Wir wählen meist die Auffassung der 
Fig. 131a und die Aufklappung nach Fig. 132 a^ da sie sich an die übliche 
algebraische Behandlung (analyt. Geometrie des Raumes) am engsten anschließt. 
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Ülbimgsauf gaben. 1. Ergänze Fig. 129 durch Hinzufügen der Frontal- 
nnd Proiilebene und entwirf auf diesen die Normalbilder (in schräger 
Darstellung). 

2. Führe dasselbe mit einem Würfel aus und zwar mit anderen Ver- 
zerrungszahlen (f, 135^; I, 30^; |, 120^). 

3. Desgleichen für Oktaeder^ Kegel ^ Zylinder und Kugel in ein- 
fachster Lage. 

4. Konstruiere den Projektions quader (Fig. 131a) für andere Koordi- 
naten. Z. B. für die Koordinaten: 



X 


1,5 


-1,5 


1,5 


1,5 


-1,5 


-1,5 


1,5 


X 


y 


3 


3 


-3 


3 


-3 


3 


-3 


y 


z 


2 


2 


2 


__ 2 


2 


_ 2 


— 2 


g 



Lege den Koordinaten x^ y, z diese verschiede nen Werte und Vor- 
zeichen in allen möglichen Verbindungen bei und konstruiere die zu- 
gehörigen Oktanten (yergl. Fig. 131b, Neben-, Gegen- und Scheitel- 
dreikant). 

5. Zeichne dasselbe für €[ = \ und g3 = 135^. 

6. Wie gestalten sich die Normalprojektionen eines Punktes P, 

a) wenn P auf E-^^ E^^ E^ liegt? 

b) „ P „ OX, OY, Oß „ ? - 

7. Gregeben sind Aufriß P^ und das y eines Punktes P, gesucht 
die anderen Projektionen. 

8. Gregeben sind Seitenriß Pg und das x eines Punktes P, gesucht 
die anderen Projektionen. 

9. Löse die Aufgaben 6, 7 und 8 für das aufgeklappte Dreikant. 

10. Konstruiere die Aufgaben in Nr. 9 mit dem nach rechts auf- 
geklappten Profil. 

11. Klappe in Fig. 131b die Seitenebene nach links! 

12. Gegeben sind die Projektionen eines Punktes (nach Art der Fig. 132b) 
im aufgeklappten Dreikant, gesucht das parallel-perspektivische Bild des 
Punktes P für q = j und co = 45^ in der Auf ebene. (Ziehe durch X den 
Strahl unter 45^ zu OX und schneide nach vorn ~ • XP^ ab usf.; yergl. 

§ii,n.) 

§ 13. Strecke, ebenes Vieleck und Kreis. 

Aufgabe 119. Gregeben sind die Bndkoordinaten einer Strecke^ 
gesucht, ihre Normalprojektionen. 

Analyse, Da eine Strecke im Räume durch die beiden Endpunkte 
bestimmt ist^ so muß die Aufgabe lösbar sein durch wiederholte Anwen- 
dung der Aufgabe 116. Wir betrachten zunächst (Fig. 133 a) das Problem 

Müller u. Presler, Projektiouslehre. A. 9 
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im Sclirägbiicl des gesclilosseneii Dreikants und zwar zunächst nur den Grund- 
riß, u^i ist bestimmt durcli die X-Koordinate (= OF) und die Y-Koordi- 
nate (= OS) von A. Ebenso ist B^ bestimmt durcli die entsprechenden 
Koordinaten OQ und OT. Für Aufebene {11) und Seitenebene {lU) 
fällt die Betrachtung genau so aus. Hierauf gründet sich folgende 

Konstruktion (im offenen Dreikant Fig. 133b).^^): Man legt das 
Achsenkreuz OX^YZ fest^ schneidet auf den Achsen (auf OY zweimal^ in 
Grund- und Seitenstellung) die Koordinaten ab (für ^1:9^ 18 u. 11 mm. 




IT 




0. 




Fio\ i33a. 




Fig. 133b. 



Ficr. 133 c. 



für B : 28^ 24 u. 22 mm) bis P^ Q, S^ T usf. und zieht durch die Endpunkte 
die Hilfsparallelen bis zum gegenseitigen Schnitte in Ä^B^^ ^^2-^2; ^3-^V 
Hier tritt^ wie man sieht^ das „Projektionsdiagramm^^ zweimal auf. 

Aufgabe 120. Man soll die N^eigungswinkel einer Strecke 
gegen die Bildebene und ihre wahre Länge konstruieren. 

Analyse: Wir betrachten zunächst nur den Neigungswinkel a^ gegen 
die Grundebene (Fig. 133a). Er entsteht da^ wo die verlängerte AB mit 
der yerlängerten A^B-j^ auf I zusammentrifft (9). Indem man nun durch A 
die Parallele zu A^B^ zieht bis zum Schnitte R mit BB^^ hat man a^ nach 
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Ä hin yerlegt^ und er ist somit enthalten in dem rechtwinkligen Dreiecke 
AJBFi^ dessen Konstruktion für sich möglich ist^ denn AR = Ä^JB-^ (aus 
Fig. 133 b in wahrer Größe entnehmbar) und BR = Differenz der Höhen- 
koordinaten ^ ebenfalls aus 133 b zu entnehmen. Wir ziehen es hier yor^ 
die Konstruktion nach der Methode der Umklappung yorzunehmen^ d. h. 
wir drehen das Trapez ABA^B-^ um A^B^ als Achse nach der einen 
(oder anderen) Seite ^ bis es in die Grundebene fällt. Die Trapezfigur ist 
dann nach dem yorhergeh enden einfach festzulegen. Gleichzeitig aber 
wird damit auch die wahre Länge AB bestimmt. 

Konstruktion (Fig. 133c): Man benutzt zunächst nur das Feld 
OXY und entnimmt der Fig. 133b die Punkte A^ und B^, mit den zu- 
gehörigen Koordinaten und Hilfsparallelen. Dann errichtet man in A^ 
und B^ die Lote auf A-^B^ und schneidet auf ihnen bis A und B die zu- 
gehörigen Höhenkoordinaten ab^ die man aus Fig. 133b entnimmt^ näm- 
lich für A^ die Strecke FA^ = 11 mm und für B^ die Strecke QB^ = 22 mm. 
Zwischen AB und der Parallelen AR zu A^B^ (in Fig. 133c) hat man den 
Neigungswinkel a-^ und zugleich in AB die wahre Länge a. Natürlich 
kann auch die Umklappung nach der Achse Y hin yorgenommen werden, 
endlich könnte man sich^ wie oben angedeutet^ mit der Konstruktion des 
Dreiecks ABR über AR = A^B-^ begnügen."^^) 

Aufgabe 121. Gegeben sind die Eckkoordinaten eines Drei- 
ecks^ man soll die drei Normalprojektionen suchen. 




- — X 




Ficf. 134 a. 



Fiff. 134b. 



Analyse: Angenommen A-^B-^^C^ (Fig. 134a) sei der Grundriß des 
durch seine Eckkoordinaten (8^ 4^ 20; 4^ 10^ 12; 17, 15^ 6 mm) gegebenen 
Dreiecks. Die Punkte A-^^ B^j C^ sind durch Hilfsparallelen festgelegt; das- 
selbe gilt für Aufriß und Seitenriß. Somit wiederholt sich die yorige 
Aufgabe zweimal. Hierauf gründet sich folgende 

Konstruktion (Fig. 134b): Man schneidet die betr. Koordinaten 
auf den Achsen ab und konstruiert dreimal das Projektions diagramm. 
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Die weitere Verfolgung des in den letzten Aufgaben eingeschlagenen 
Weges führt im allgemeinen auf windschiefe Vielecke^ die kein besonderes 
Interesse haben. Wir spezialisieren daher und wenden uns zur 

Aufgabe 133. Von einem Quadrat in horizontaler Lage^ 
dessen Vorderseite brachial yerläuft^ sind Seitenlänge und Ko- 
ordinaten des Mittelpunktes gegeben; man soll die Normal- 
projektionen konstruieren. 

Analyse (Fig. 135): Aus den Koordinaten des Mittelpunktes ilf (10^ 12, 
13 mm) und der Seitenlänge s (14 mm) können durch einfache Überlegung 
die Koordinaten der vier Eckpunkte bestimmt werden. Indessen ist es hier 
und in ähnlichen einfachen Lagen am kürzesten^ Lage und Gestalt der Pro- 
jektion unmittelbar aus der Anschauung heraus zu bestimmen und nur 
einen Punkt (etwa M) in der üblichen Weise durch Koordinaten festzulegen. 
Denkt man sich nämlich das Auge über dem Quadrate und der Grund- 



A. M. P . 

B! ic:' 



^ 



J>. ^ c . 



iB. 



Fi^. 135. 




Ficr. 136. 



ebene^ dann zeigt sich sofort^ daß der Grundriß wieder ein Quadrat sein 
niuß^ dessen Mittelpunkt der Grundriß M-^ ist. Beim Aufriß hält man das 
Auge Yor das Objekt und die Aufebene. Hier schrumpft die Projek- 
tion zu einer Strecke zusammen^ die gleich s sein muß; die Aufrisse 
Ä^ und Dg^ £2 ^^^ '^2 fallen paarweise zusammen und bilden Doppel- 
punkte der Projektion^ wobei nur Ä und JB für das projizierende Auge 
sichtbar sind. Für das Profil hat man von rechts nach links gegen die 
Seitenebene zu blicken^ wobei nur B und C sichtbar bleiben. 

Konstruktion: Man legt M^, M^, M^ durch das Projektions diagramm 
fest und zieht von M-^ aus beiderseits (parallel OJL und OY) Strecken 
gleich ~ s. Indem man durch deren Endpunkte Hilfsparallelen in allen Bild- 
ebenen zieht ^ erhält man durch den gegenseitigen Schnitt als Grundriß 
das Quadrat A^JB^C-^D^, als Aufriß die Doppelstrecke A^B.^, ^2-^2 ^^^ ^^ 
Seitenriß die Doppelstrecke B^G^, ^s^s- 
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Nebenbei sei bemerkt^ daß bei der Übertragung der Punkte auf OY 
aus der Grundstellung in die Profilstellung statt der Bogen in Fig. 135 
die Sehnen benutzt werden können^ die man mit Hilfe eines reclit- 
winklig-gleichsclienkligen Dreieckslineals (durch Parallelverschiebung) zieht. 

Aufgabe 123. Von einem regelmäßigen Sechsecke in fron- 
taler Lage sind gegeben der große Halbmesser^ die Koordinaten 
des Mittelpunktes und die Bedingung^ daß eine Seite einen ge- 
gebenen Neigungswinkel (q)) zur Grundebene habe; gesucht sind 
die Normalprojektionen. 

In Fig. 136 seien Xq = 10^ y^ == 11^ 0q == 9^ r = 8 mm^ (p = 45^. 
Die Projektionen M^^ M^, M^ des Mittelpunktes sind in bekannter Weise 
durch das Projektionsdiagramm bestimmt. Da der Aufriß wegen des 
Parallelismus zu II ein kongruentes Sechseck sein muß^ so beginnt man 
hier mit der weiteren Festlegung der Eckpunkte. Für ^2; -^2; ^2 • • • ^^^ 
man als ersten Ort den Kreis um M^ mit r. Die Bedingung^ daß AB^ 
also auch A<^B^ die gegebene Neigung haben soU^ legt ^2^2 (besser zu- 
nächst C^F^ II A^B^) fest^ wodurch auch die übrigen Aufrißpunkte be- 
stimmt sind. — Der Grundriß ist eine Strecke durch M^ parallel OX (im 
Abstände iJq). Für die einzelnen Punkte {A^^ B^, ^i • • •) li^t man je 
zwei Örter^ z. B. für A^: die genannte Parallele im Abstände y^ zu OX 
und die Hilfsparallele von A^__ nach OX — Für das Profil finden wir 
wiederum eine Strecke durch M^ parallel OZ und für jeden einzelnen 
Punkt die beiden Örter: Parallele durch M^ zu OZ und Hilfsparallele vom 
Aufriß nach OZ. 

Die Konstruktion beginnt mit der Festlegung von M^jM^^M^. Dann 
beschreibt man um M^ den Kreis mit r^ zieht durch M^ die Gerade unter 
45^ zu OX (diese geht zufällig durch 0) bis zum Schnitte Q und F^^ mit 
dem Kreise und bestimmt A^^ B^^B^^ E^. Hierauf zieht man durch M^ die 
Parallele zu OX und die Hilfsparallelen von den Aufrißpunkten nach OX 
bis zu den Schnitten A-^^ B^^ C-^ . . . mit der ersten Parallelen. Durch Über- 
tragung nach der Seitenebene und durch die Hilfsparallelen vom Aufriß 
nach OZ wird dann das Profil bestimmt. Auch hier wird man darauf 
achten^ welche Punkte vorn^ d. h. dem projizierenden Auge am nächsten 
liegen. 

Man sieht^ daß bei Projektionsaufgaben die natürlichen^ d. h. leicht 
meßbaren Bestimmungsstücke eines regelmäßigen Vielecks sind: 1. Koor- 
dinaten der Mittelpunkte; 2. Halbmesser (kleiner oder großer) 5 3. Lage- 
bedingung für Ebene^ Seite und Ecke. 

Projektionen in allgemeinerer Lage werden in folgender Weise be- 
handelt. 

Aufgabe 124. Man soll ein regelmäßiges Achteck projizieren, 
von dem gegeben sind: die Koordinaten des Mittelpunktes und 
der große Halbmesser, ferner die Bedingung, daß ein großer 
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Durchmesser vertikal stehe und im ührigen die Ebene gegen 
die Aufebene unter dem Winkel cp geneigt sei. 

Analyse: Es werde die Seitenebene rechts (statt links) angenommen^ 
sodaß bei der Aufklappung die Seitenebene ebenfalls nach rechts fällt. 
Ferner sei x^^ = 7 (yon nach links gemessen)^ y^ = 9^ 0^ = 10 mm 5 
r = 8 mm*); Neigungswinkel ^ = 60^. Zur Bestimmung der Projektion be- 
dienen wir uns hier im folgenden der Methode der Drehung: Wir 
projizieren zuerst das Achteck in einer möglichst einfachen 
Lage und gehen durch geeignete Drehung in die gesuchte all- 
gemeinere über. Hier denken wir uns z. B. die Achtecksebene bei 
feststehendem Mittelpunkt (Xq, y^^ z^ zunächst in der dritten Hauptlage 
(lateral). Die Projektionen für diese einfache Lage sind nach der vorigen 




Aufgabe leicht zu finden. Man geht hierbei vom kongruenten Achteck 
^3 . . . Cg ... E^ ... des Profils (in Fig. 137a von ZOY nach rechts) aus und legt 
dann die Strecken ^2 ^^2 ^2 • • • ^^^^ ^1 ^^i ^1 ™ Mittelfelde links von ZOY als 
Aufriß und Grundriß fest. Nunmehr erteilt man (im Räume) dem Achteck eine 
Drehung um den Durchmesser ÄE als Achse. Da die neue Lage einen 
Winkel von 60^ gegen II bilden soU^ so muß um 30^ gedreht werden. 
Abgesehen von Punkten der Achse AB beschreibt jede Ecke des Vielecks 
im ßa^ume einen Kreisbogen von 30^^ und es fragt sich nun^ welche 
Bahnen beschreiben gleichzeitig die Projektionen? — Wenn z. B. 

*) Die Figur ist gegen diese Angaben etwas vergrößert. 
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■ C im Räume (Fig. 137b) den Bogen CC nach links beschreibt^ so muß 
der Grundriß C-^ den kongruenten Bogen C^C^' nach links beschreiben^ da 
die Drehungsebene parallel I ist. Der Aufriß C« dagegen muß eine gerad- 
linige Verschiebung Cg Cg' parallel OX erfahren^ da die Drehungsebene 
senkrecht auf II steht. Am leichtesten festzulegen ist C^'^ denn hierfür 
hat man als Orter: die Gerade A-^C-^ (Fig- 137 a) unter 30^ Neigung zu 
A-^C^ und den Kreis um A^{M-^ mit A^C-^. Der neue Aufriß Cg' wird 
bestimmt: durch die Parallele durch Cg zu OX und die Hilfsparallele durch 
die bereits festgelegte C-^ nach X. Wenn C^' und C^' festgelegt sind, 
dann erhält man das nach rechts gelegte Profil C^' durch Vollendung des 
Projektionsdiagramms. Für die übrigen Eckpunkte gilt genau dasselbe^ 
was für C auseinandergesetzt war. Die Punkte A, M und E auf der Achse 
bleiben natürlich in der alten Lage. Hiernach verläuft sehr einfach die 
Konstruktion: Man legt die Achtecksprojektionen in der einfachen 
Lage fest^ zieht durch A-^ die Gerade unter 
30^ Neigung und beschreibt um A^(3I-^_) 
die Bogen C-^ C^ usf. bis zum Schnitte G^ . . . 
mit der Geraden. Hierdurch entsteht der neue 
Grundriß^ ebenfalls eine Strecke. Ferner legt 
man durch A^^^ Cg ^ -Eg • • . die Parallelen zu 
OX, zieht' vom Grundrisse aus die Hilfs- 
parallelen und erhält so den neuen Aufriß 



A^. . . C^ ■ . . i?2 • • • ; ^i^ symmetrisches Achteck. 




Fig. 137 b. 



Indem man schließlich noch nach rechts 
die Hilfsparallelen zum vollständigen Dia- 
gramm zusammenführt^ ergibt sich das neue Profil 
ebenfalls ein Achteck 
belastet^ so verschiebt man häufig die ganze Profilfigur noch um eine be- 
liebige Strecke parallel OX nach links^ eine Tätigkeit, die ausgeführt 



c;^.. E^.., 



Da hier das neue Achteck die Figur des alten 



werden kann , 



ohne vorher die Fi^'ur A^ B^ GJ 



rechts zu kon- 



struieren, wie Fig. 137 am linken Teile ohne weiteres zeigt. Streng ge- 
nommen ist die Figur A^ . . . Cg'. . . E^\ . . links nichts anderes, als eine 
Normalprojektion des neuen Profils rechts auf eine Hilf s-Seitenebene links. '^^) 

Die Behandlung des Kreises, zu der wir uns jetzt wenden, schließt 
sich unmittelbar an die regelmäßigen Vielecke an, indem man Punkte 
projiziert, die im Kreise regelmäßig verteilt sind. 

Allfgalbe 125. Von einem Kreise in frontaler Lage sind ge- 
geben die Koordinaten des Mittelpunktes und der Halbmesser, 
man soll die Normalprojektionen suchen und dann den Kreis 
durch Drehung um den vertikalen Durchmesser in eine schiefe 
Lage bringen.*) 



*) Von hier ab werden die Projektionspunkte nicht selten mit Ziffern 
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Analyse: Es sei Xq = 10^ ^q = 6^ 0^ = 8^ r =^ 1 mm (Fig. 138a). 
Wir wollen liier auf den Entwurf eines Seitenrisses yerzicliten^ den man 
übrigens leicht nacli der rechten Seite hin anbringen könnte. Ohne 
Zweifel ist der Aufriß ein kongruenter Kreis und der Grundriß eine Strecke 
ö-leich dem Durchmesser. Geht man daher von den sofort bestimmten 

o 

Projektionen M^^ M^ aus^ so ist der Aufrißkreis durch M^ und r festge- 
legt. Die Strecke in der Grundebene ist bestimmt durch die Parallele im 
Abstände Pq zu OX und die äußersten Hilfsparallelen aus dem Aufriß 
nach OX Es ist nun wichtig^ auch hier die zugeordneten Punkte von 

Grund- und Aufriß zu kennen. In der 
Figur sind acht regelmäßig verteilte 
Punkte ausgewählt. Für die Punkte 1^ 
5^ 3^ 7 sind bereits durch die vorhandenen 
Linien die zugeordneten Punkte erkennbar. 
Die Zwischenpunkte 2^ 4^ 6^ 8 im Aufriß 
bestimmen die zugeordneten im Grund- 
riß durch entsprechende Hilfsparallelen. 
— Die Konstruktion ist hiernach 
ohne weiteres auszuführen. 

Wir drehen nun den Kreis um den 
vertikalen Durchmesser 7 3^ bis seine 
Ebene mit II den Neigungswinkel cp = 
30^ bildet Entsprechend der vorigen 
Aufgabe müßte man dann in Fig. 138 a durch M-^ die Gerade unter 30^ 
gegen OX ziehen und die Punkte 1 ... 8 in die neue Lage des Grund-, 
risses übertragen. Man würde sodann in der Aufebene durch Heraufgehen 
mit Hilfsparallelen einen neuen Aufriß bekommen^ der schmäler als der 
alte sein würde. Da nun auch hier die neue Figur die alte belasten 
würde^ so verschiebt man^ wie bereits früher angedeutet^ die ganze Kon- 
struktion um eine beliebige Strecke nach links (oder rechts^ je nach dem 
verfügbaren Räume) längs OX bis 0'^ überträgt M^ und zieht durch 
diesen Punkt die Schiefe unter 30^ gegen O'X. Auf dieser Schiefen mar- 
kiert man die Grundrißpunkte 1 ... 8 und zieht die Hilfsparallelen nach 
OX. Entsprechend zieht man durch die Aufrißpunkte in Fig. 138a die 
Parallelen zu OX bis zum Schnitte mit den Hilfsparallelen in den Auf- 
rißpunkten 1 ... 8. Verbindet man diese durch eine stetig gekrümmte 
Linie^ so erhält man den neuen Aufriß. Zu den neuen Projektionen in 
Fig. 138 b läßt sich^ wie bereits angedeutet^ das Profil (links oder rechts) 
in bekannter Weise finden. 




ohne Index (statt mit großen lateinischen Buchstaben nebst Index) bezeichnet, 
namentlich wenn die Punktzahl sehr groß ist. Ihre Bedeutung und Zusammen- 
gehörigkeit geht dann aus dem Anblicke der Figur gewöhnlich unmittelbar hervor. 
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Der neue Aufriß erinnert an eine Ellipse. In der Tat wird bei 
dieser normalen Parallelprojektion der Durchmesser 3 7 des Kreises 
in natürlicher Größe abgebildet^ während die darauf senkrecht stehenden 
Sehnen 2 4^ 15^ 8 6 in konstantem Verhältnis (cos 30^) verkürzt werden 
(yergl. Anmerkung 30). Man bemerke hier^ daß der Projektionszylinder 
ein schiefer Kreiszylinder und zugleich ein gerader elliptischer Zylin- 
der ist. 

Allfgalbe 126. Gegeben sind Grund- und Aufriß eines Krei- 
ses in orthogonaler Lage^ gesucht die Projektionen des Kreises 
in allgemeiner Lage. 

Analyse: Die Projektionen in Fig. 139a (auf ^ verkleinert) sind in der aus 
voriger Aufgabe bekannten Art gefunden für Xq-=21^ i/q= 19^ ^^=22^ r = 19mm^ 




(p = 4c6^. Das nach rechts oder links hin zu denkende Profil ist zunächst weg- 
gelassen. Will man zu einer allgemeinen Lage übergehen^ d. h. zu einer 
solchen^ in der die Kreisebenen zu allen Bildebenen schief stehen^ so bedarf 
es nur noch einer weiteren Drehung. Man denke sich z. B. den Kreis im 
Räume um die vertikale Achse M^M rechts herum so weit gedreht^ bis 
die große Achse 3 7 der Grundriß ellipse einen Winkel von 30^ mit OX 
bildet. Die Punkte des Kreises im Räume beschreiben dabei Kreisbogen^ 
die sich in der Grundebene wiederum als Kreisbogen^ in der Auf- 
ebene als Strecken parallel OX abbilden (vergl. Fig. 137b). Auch hier 
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füliren wir die Drehung nicht an Ort und Stelle (Fig. 139 a) aus^ sondern 
nehmen eine Parallelyerschiebung nach rechts Yor (Fig. 139b). Jeder 
Punkt in der Grundebene ist dann durch die Drehung des Grundrisses der 
Fig. 139 a um 30^ erzeugt. Für den Aufriß hat man jedesmal die Hilfs- 
parallele aus dem neuen Grundriß nach OX und die Verschiebungsparallele 
zu OX. Das Profil in Fig. 139c ist einfach durch Ergänzung der Fig. 139b 
auf Grund des Projektions diagramms erhalten. 

Konstruktion: Man y erschiebe Jf^ (Fig. 139a) um eine beliebige Strecke 
nach rechts bis M^'^ ziehe durch M-^' die Gerade unter 30^ Neigung zu OX 
und schneide hier die große Bllipsenachse 3 7 aus Fig. 139 a ab. Dann über- 
trage man den ganzen Grundriß aus a) nach b) (am besten durch Pausen mit 
der Nadel) und ziehe die Hilfsparallelen nach oben. Ebenso lege man 
durch die Aufrißpunkte in a) die Verschiebungsparallelen bis zum Schnitte 
in den gesuchten Punkten rechts. Das Profil c) erhält man durch die 
bekannten Ubertragungsbogen und Hilfsparallelen. Die neuen krummlinigen 
Figuren in b) und c) scheinen Ellipsen zu sein.''^) Eine nähere Betrachtung 
(im Schrägbilde der Fig. 140; -^ 30^) bestätigt diese Vermutung. Der Kreis 

in der Ebene II (im Bilde bekanntlich 
elliptisch) ist auf die Ebene / normal 
projiziert. Zieht man durch die Pa- 
rallele SSzuI^ die den horizontalen Durch- 
messer CD enthält (die sog. Streichlinie)^ 
so erkennt man^ daß sie sich in C/D' in 
natürlicher Größe abbilden muß (die Ver- 
zerrung des Schrägbildes ist zu beachten). 
Wenn man ferner durch die Senk- 
rechte FF' auf SS' (zugleich in 11) 
zieht ^ die den Kreisdurchmesser AB 
enthält (die sog. Falllinie) ^ dann bildet 
sich letzterer in Ä'B' verkürzt ab^ und 
es ist A' B' = AB • cos a^ wenn a den 
Neigungswinkel (BFB') angibt. Was für 
A' B' gilt^ läßt sich für jede Parallelsehne FQ des Kreises nachweisen 
(hier nicht gezeichnet). Somit ist A'B'C'D' eine auf Grund des Ver- 
hältnisses O'F : OF = cos a entworfene^ verzerrte Kreisfigur^ die wir früher 
(§ 3)^ als Ellipse definierten. ^ß) 

IJlbimgsaiif gaben. 1. Vervollständige Fig. 133 a für Aufriß und 
Seitenriß. 

2. Projiziere Strecken mit negativen Endkoordinaten. 

3. Welche Sonderlage kann eine Strecke zu den Bildebenen haben?*) 

*) Benutze nach § 11 die Benennungen: brachiale, orthogonale und ver- 
'tikale Strecke in bezug- auf Ebene IL 




Fig. 140. 
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4. Gegeben sind die Koordinaten des Anfangspunktes einer Strecke^ 
die parallel OX (OY^ OZ) yerläuft^ außerdem die Länge der Strecke (a); 
man soll ihre Projektion finden.. 

5. Konstruiere im Anschluß an Fig. 133 c die Neigungswinkel a^ und a^ 
der Strecke zu den übrigen Bildebenen und bestimme noch zweimal die 
wahre Länge (Probe!). 

6. Gregeben sind die Koordinaten des i^nfangspunktes einer Strecke^ 
die parallel einer Bildebene verläuft^ außerdem ihre Länge und Nei- 
gung zu den anderen Bildebenen^ gesucht ihre Projektionen."^) 

7. Gegeben ist eine Strecke (in allgemeiner Lage) durch die Koordinaten 
des Anfangspunktes^ durch ihre Länge und ihre Neigung zu den Bild- 
ebenen; man sucht die Projektionen. 

8. Man soll (Fig. 134) die Neigungswinkel der Dreiecksseiten zu den 
Bildebenen konstruieren. 

9. Die w^ahre Länge der Dreiecksseiten (yon Nr. 8) sowie die natür- 
liche Gestalt des Dreiecks zu bestimmen. 

10. Ein Quadrat mit den Maßen der Hauptaufg. 122 soll frontale 
Lage haben (I. Hauptlage)^ und die untere Kante soll parallel OX laufen; 
man sucht die Projektionen. 

11. Dieselbe Aufgabe wie unter 10 (bei lateraler Lage, III. Hauptlage)^ 
dabei soll die Vorderkante parallel OZ sein. 

12. Dieselbe Aufgabe wie bei Hauptaufgabe 122 und Übungsaufgabe 
10 bezw. 11^ wenn die Koordinaten eines Eckpunktes (statt des Mittel- 
punktes) gegeben sind. 

13. Von einem gleichseitigen Dreieck sind die Koordinaten x^^ y^^ 0q des 
Mittelpunkts (bezw. Eckpunkts) soAvie die Seitenlänge s gegeben, außer- 
dem eine Bedingung in bezug auf die Lage (L, IL, III. Hauptlage); end- 
lich soll eine Seite immer einer Projektionsachse parallel laufen; gesucht 
sind die Projektionen. (Man beginne stets mit demjenigen Bilde, welches 
das Original in natürlicher Gestalt zeigt). 

14. Dieselbe Aufgabe wie Nr. 13 für das regelmäßige Fünfeck und 
Sechseck. — Statt der Seitenlänge soll z. B. auch der große (oder kleine) 
Halbmesser gegeben sein. 

15. Projiziere nach der Hauptaufgabe 123 das regelmäßige Sechseck in 
der ersten und dritten Hauptlage. 

16. Aufgabe Nr. 15 für das regelmäßige Fünfeck und Achteck. 

17. Die Hauptaufgabe 124 soll für den Fall gelöst werden, daß das 
Achteck zur Seitenebene oder Auf ebene unter 60^ (30^, 45^) geneigt ist. 
Dabei sind verschiedene einfache Ausgangsstellungen zu wählen. 



*) Diese Strecken liegen demnach in Ebenen, die nach § 11 als horizontal, 
frontal und lateral zu II bezeichnet werden. 
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18. Quadrat^ regelmäßiges Dreieck^ Fünfeck und Sechseck sind nach. 
Art der Hauptaufgabe 124 in allgemeineren Lagen zu projizieren. 

19. Ein Kreis soll (ähnlich wie Fig. ,138) aus horizontaler oder late- 
raler Lage in eine schiefe gebracht werden; die Projektionen sind gesucht. 

20. Ein Kreis ist in allgemeiner Lage normal zu projizieren^ wenn 
die Projektionen einer beliebigen vertikalen oder brachialen Lage ge- 
geben sind. 

§ 14. Normalbilder von Polyedern. 

In . derselben Weise^ wie man die Normalprojektionen der Strecke auf 
diejenigen des Punktes und die Projektionen der ebenen Figuren auf die- 
jenigen Yon Strecken zurückführt^ lassen sich die Projektionen ebenflächiger 
Körper auf die Betrachtung von ebenen Flächen gründen. 

Aufgabe 127. Ein Würfel soll über Eck projiziert werden; 
die Grundflächen liegen horizontal und die Seitenflächen haben 
Neigungen von 30^ (60^) zu den yertikalen Bildebenen. 

Analyse: Gegeben sind die Koordinaten des Eckpunktes^: nämlich x^ 
= T^ i/i = 24^ 0^ = 10 mm und die Kante k = 22 mm (Fig. 141 a). Der Grund- 
riß ist offenbar ein Doppelquadrat A^JB^C^D^{E^F^G^H^j das bestimmt 
ist durch A-^^ die Kante h und den Neigungswinkel. Die Aufrißpunkte 
der Fußfläche AJBCD haben alle dieselbe Höhe z^, somit ist der erste 
Ort für die Ecken dieser Fläche die Parallele im Abstände ^^ zu OX; 
der zweite Ort besteht aus den Hilfsparallelen von A-^^ B^^ 6\ . . . nach OX. 
Ähnliches gilt für den Aufriß der Deckfläche EFGH^ deren Höhe 0^ + k 
beträgt. Aus Grund- und Aufriß schließt sich in bekannter Weise der 
Seitenriß zusammen. 

Konstruktion: Man legt A^^ A^^ A^ durch die Koordinaten fest^ 
zieht durch A^ eine Gerade unter 30^ zu OY^ schneidet k = A^D^ 
ab und konstruiert das (^M^docdii A^B^C^D^iE^F^G^H^). Hierauf legt man 
durch die erhaltenen Quadratpunkte die Hilfsparallelen nach OX und OY 
einschl. der Übertragungs- oder Springbogen. Endlich zieht man durch 
J.2 und J.3 die Parallelen zu OX bezw. OY^ sowie die Parallelen im Ab- 
stände Z-^ + k und erhält so sämtliche Projektionspunkte im Auf- und Seitenriß. 
— Man hat dabei genau zu beachten^ welche Kanten für das projizierende 
Auge sichtbar sind. Diese werden nämlich ausgezogen^ die verdeckten 
gestrichelt. Im Grundriß^ für welchen das Auge vertikal nach unten 
blickt^ ist sichtbar (oder liegt für das Auge vorn) die Fläche EFGH^)-^ 
verdeckt ist ABCD. Für den Aufriß^ wo das Auge orthogonal nach 
hinten blickt^ liegen vorn die Flächen ABFE und BCGF, die übrigen 
liegen nach hinten oder erscheinen zusammengeschrumpft. Die Kante HD 



*) Die Zeichen (Buchstaben oder Ziffern) für sichtbare Projektionen, wie 
z. B. E^F^Cr-^H^ werden tunlichst nach außen, die übrigen nach innen gesetzt. 
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muß also im Aufriß gestrichelt werden. Im Profil^ für welches das Auge 
brachial (horizontal nach links) blickt^ liegen vorn die Flächen BGGF 
und CD HG. Die Kante AE muß in ihrem Profile A^E^ gestrichelt 
werden. Ein Hervorheben der vorderen Kanten durch Verstärkung auf 
Grund der Luftperspektive wird bei ISTormalbildern meist unterlassen. Hier 
ist nur hier und da darauf Rücksicht ' genommen. 
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Fig. 141a. 

Es liegt nun nahe^ obige Aufgabe der senkrechten Parallelprojektion 
wieder zu verallgemeinern zur Schrägprojektion^ wir erhalten dann die neue 
Aufgabe: 

Gegeben sind die Normalprojektionen eines Würfels (Fig. 
141a)^ gesucht die Schrägprojektion (^^ 45^). 

Analyse: Bisher haben wir uns meist am Schrägbild die 
Eigenschaften des Normalbildes klar gemacht. In vielen Fällen ist 
der direkte und mathematisch genaue Entwurf des Schrägbildes nicht 
ganz einfach. Für obigen Würfel z. B. wären einige zeitraubende Nebeii- 
konstruktionen nötig. Hat man aber einmal die Normalbilder (Fig. 
141 a)^ so ist es ein Leichtes^ auch für verwickelte Fälle das Schräg- 
bild herzustellen. Man hat ohne Zweifel nur nötige das offene 
Dreikant der Fig. 141a wieder zusammenzuschließen und schräg dar- 
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zustellen. Der Aufriß des Würfels bleibt dabei unverändert^ Grundriß 
und Profil werden verzerrt. Richten wir unser Augenmerk zunächst auf 
den Grundriß. Alle Geraden in der Grundebene ^ die parallel OX ver- 
laufen^ bleiben in natürlicher Größe^ die lotrechten zu OX werden auf die 
Hälfte (q = ~) verkürzt. Somit läßt sich der Grundriß leicht im Schräg- 
bild konstruieren. Senkrecht über diesem erheben sich aber die Eck- 
punkte des Würfels in natürlicher Höhe^ denn alle Höhenkoordinaten 
(^-Koord.) laufen parallel OZ (vertikal). Hiernach konstruiert man so 
(Fig. 141b): 

Man legt aus Fig. 141a (Übertragung mit der ISTadel) die Felder OXY 

und OXZ nebst dem Grundrisse 
A-^B-^C^ . . . (gestrichelt) fest. Dann 
zieht man durch den Strahl Y' 
unter der Neigung co = 45 ^ zu X 
und legt hierzu die Parallelen durch 
die Fußpunkte P^ Q^ B^ S der Hilfs- 
parallelen aus Fig. 141a. Nun 
schneidet man ~Ä^ B^ j^iQy i C'i ^^ 
usf. auf jenen Parallelen ab bis 
Ä,XE,'), -B,\F,'), C^{G{) usf. und 
erhält so das Schrägbild A^ B^ C^ 
D^ . . . des Grundrisses."^) Ferner 
zieht man durch die erhaltenen 
Punkte die Vertikalen (parallel 
OZ) und schneidet darauf die aus 
Fig. 141 a zu entnehmenden Höhen- 
koordinaten PJ2(P ^2); QAiQF.2) 
usf. ab. Durch o-eeimete Yerbin- 
düng der Endpunkte springt das 
Schrägbild A'B'C'D' ... des Wür- 
fels alsbald hervor. 

Man hätte auch vom Profile 
der Fig. 141a ausgehen können, 
doch ist der Aufbau vom Grundrisse aus anschaulicher. Hier ist natür- 
lich nur das Schrägbild für die Aufrißebene als Bildebene gemeint^ 
so wie wir es bisher gewöhnt waren. Die Darstellung der Schrägbilder 
für Grundebene oder Seitenebene als Schrägbildebene bedarf einer beson- 
deren^ hier zu übergehenden Untersuchung.^^) 

Aufgabe 138. Ein Würfel ist in allgemeiner Lage normal 
zu projizieren. 

Analyse: Wir wenden zur Lösung der Aufgabe die in § 13 bereits 




Fig. 141b. 



*) Nur zufällig fällt 5/ auf Ä^I)^. 
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mehrfacli benutzte Methode der Drehung an und denken uns den Würfel 
zunächst in recht einfacher Lage^ sodaß seine Normalprojektionen (vom 
Profil wird abgesehen) in Fig. 142 a (auf |- yerkleinert) dargestellt sind für 
eine Kantenlänge A' = 18 mm und folgende Koordinaten des Mittelpunkts: 
^Q = 18^ ^Q = 16^ z^ = 9 mm. Der Würfel steht somit auf der Grundebene 
und hat im übrigen frontale Lage. Die Konstruktion (a) dieser Projektionen 
zeigt sich noch einfacher als die in Aufgabe 127. — Dreht man nun 
den Würfel im Räume um AD als Achse bis er eine Neigung von 30^ 
zur Grundebene hat (Fig. 142 b^ nach rechts verschoben)^, so erhalten alle 
Aufrißpunkte (mit Ausnahme von Ac,T).^ Drehungen um 30^ Bogen- 
länge^ ohne daß hierbei die Gestalt des alten Aufrisses aus Fig. 142a 
geändert wird. Hierdurch aber ist der neue Aufriß eindeutig bestimmt. 
Bei der angegebenen Drehung wandern die alten Grundrißpunkte (aus- 




genommen A^ und DJ nach links in Bahnen^ die OX parallel liegen.*) 
Damit hat man für die vorderen Grundrißpunkte A^j JB^ . . . folgende 
Orter: Die Hilfsparallelen vom Aufriß nach OX und die Parallele in der 
Grundebene zu OX im Abstände ^0+2' ^''- ^^^ ^^^ hinteren Grundriß- 
punkte D^^ C^ . . . gelten die Orter: Die Hilfsparallelen vom Aufrisse und 
die Parallele zu OX im Abstände jJq — j ^c- 

Die Konstruktion (b) verläuft unter Benutzung der künstlichenVer Schie- 
bung nach rechts derart^ daß man im Aufriß den Punkt A^ (Dg) willkürlich 
festlegt auf OX und durch Jg den Strahl unter 30^ zieht^ worauf man 



*) Die künstliche Verschiebung nach rechts aus Fig. a) nach Fig. b) 
darf die natürliche Verschiebung nach links infolge der Drehung nicht ver- 
decken; man vergleiche nur immer die relative Lage zu A^D-j^ in Fig. 142b. 
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M bis -^2(^2) abschneidet und den quadratiscben Aufriß ergänzt. Die ab- 
wärts laufenden Hilfsparallelen bringt man dann zum Scbnitte mit den nach, 
rechts verlängerten Strecken A^B^ und D^C^ (der Fig. 142a). Versetzt man 
das projizierende Auge in die richtige Lage^ so erkennt man sofort^ daß für 
das nach unten schauende Auge die Kante FG die yorderste sein muß. 

Die eben behandelte Lage des Würfels ist immer noch eine Sonderlage^ 
denn ein Flächenpaar läuft der Aufebene parallel. Man kann diese Spezia- 
lisierung aus dem Wege räumen^ wenn man dem Körper eine abermalige 
Drehung erteilt. Denkt man sich z. B. durch den Originalpunkt C (Fig. 142b) 
eine vertikale Achse gelegt — sie muß durch C-^ geben — und um diese Achse 
den Körper links herum (etwa um 35^) gedreht^ so wird der Grundriß 
wohl seine Gestalt^ nicht aber seine Lage behalten. Punkt C\ bleibt 
als Achsenpunkt unverändert liegen (Fig. 142 c^ Verschiebung nach rechts)^ 
die übrigen Grundrißpunkte A^^ B^, D^ . . . machen Wege^ die 35^ Bogen- 
länge (links herum) fassen. Hierdurch ist der Grundriß bestimmt. Die 
Aufrißpunkte legen Bahnen zurück^ die parallel OX liegen^ bis auf C^^ 
der aus bekannten Gründen die alte Lage behält. Sieht man ab von der 
künstlichen Verschiebung der Fig. 142c (nach rechts)^ so wird man deut- 
lich erkennen^ wie sich infolge der Drehung sämtliche Aufrißpunkte in 
bezug auf die Gerade C^C^ mehr nach rechts parallel verschoben haben. 
Für den Aufriß hat man daher als ausreichende Orter die Hilfsparallelen 
aus dem festgelegten Grundriß und die Verschiebungsparallelen aus dem 
Aufriß der Fig. 142 b. 

Zur Konstruktion (c) verschiebt man 6\ aus der Stellung (b) um ein 
beliebiges Stück parallel OX nach rechts (Fig. 142 c)^ zieht durch C^ den 
Strahl G^H^ unter 35^ zu OX und überträgt die Punkte des Grundrisses 
b) nach c). Dann legt man durch die neuen Grundrißpunkte die Hilfs- 
parallelen nach der Auf ebene und bringt sie zum Schnitt mit den Ver- 
schiebungsparallelen aus dem Aufrisse b). Was die Sichtbarkeit der Kanten 
im Aufriß betrifft (im Grundriß hat sich nichts geändert)^ so bemerkt das 
nach der Aufebene schauende Auge^ daß J5' vorn liegen muß^ woraus sich 
alles Übrige ergibt. 

Auch diese Lage des Würfels ist noch nicht völlig allgemein^ denn 
ein Kantenpaar [AD und GF) liegt parallel zur Grundebene ^ AD selbst 
liegt in der Grundebene, Um hier abzuhelfen^ denkt man sich z. B. darch 
den Originalpunkt D eine orthogonale Achse gelegt^ die demnach durch Dg 
gehen muß^ und dann den Würfel links herum (um etwa 20^) gedreht. Nun- 
mehr gelangen alle Flächen und Kanten in allgemeine Lage^ was man schon 
daran erkennt^ daß auch im Grundriß keine Deckung von Kanten für das 
projizierende Auge auftritt.*) Durch diese letzte Drehung bleibt der alte 

*) Daß noch D in der Grundebene liegen bleibt, wollen wir außer acht 
lassen, übrigens würde eine einfache Parallelverschiebung nach oben (ohne 
Drehung) abhelfen. 
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Aufriß der Gestalt nach unverändert; seine Punkte erhalten mit Ausnahme 
von Dg eine Kreisverschiebung von 20^. Die alten Grundrißpunkte werden 
parallel OX verschoben und zwar nach links^ wenn man mit der unver- 
ändert bleibenden JD^JD^ in Fig. 142 d vergleicht. Wir konstruieren 
daher so^ daß wir den Aufriß der Lage c) nach d) übertragen^ in- 
dem wir Dg beliebig auf OX nach rechts verschieben und durch den 
neuen Punkt Dg den Strahl unter 20^ zu OX ziehen. Dann zieht man 
die Hilfsparallelen nach OX in die Grundebene und bringt sie mit den 
Verschiebungsparallelen aus Lage c) zum Schnitte. Die Sichtbarkeit im 
Aufriß hat sich nicht wesentlich geändert. Das in die Grundebene pro- 
jizierende Auge erkennt sofort^ daß F der vorderste Punkt ist^ daß also 
F^JS^y F^E^ und F^G^ nebst den Umrißlinien ausgezogen werden müssen. '^^) 
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Mit dem Würfel haben wir zugleich die Betrachtung der geometrisch 
regulären Körper und der Krystalle begonnen. Wir werden (ähnlich wie 
früher in § 8) die normalprojektivische Betrachtung dieser Körperformen 
mit einander verbinden. ^^) 

Aufgabe 129. Ein reguläres Tetraeder ist normal zu pro- 
jizieren. 

Wir wählen die krystallographische Stellung*) des Tetraeders 
und benutzen seine Beziehung zum Würfel^ wonach die windschiefen 
Flächendiagonalen oben und unten die Dach- und Kielkante des Tetraeders 
bilden. Sind daher gegeben die Koordinaten des. Mittelpunktes ^^ = 18^ 



*) D, h. der Körper steht auf der Kielkante. 

Müller u. Presler, Projektionslelire. A. 
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iJq = 16^ ^Q = 9 111111 und die Bedingung^ daß das Tetraeder mit der Krystall- 
Hauptaclise senkreclit auf der Grundebene stehen soll (Fig. 143 j^ dann 
konstruiert man einfach so^, daß man mit Hilfe der Halbkante des Würfels 
(= ^^ seinen Grundriß und Aufriß entwirft und in diesen Figuren die 
Tetraederkanten zieht. Die Bezeichnung der Würfelpunkte entspricht 
durchaus der Fig. 142a. Hiernach ist für das Auge EG im Grundriß die 
vorderste Kante und EJB im Aufriß. Hiernach erledigt sich leicht die 
Frage nach der Sichtbarkeit. Das Profil ist zu ergänzen. 

Aufgabe 130. Von einem regulären Oktaeder sind gegeben 
die Koordinaten des Mittelpunkts und die Bedingungen^ daß 
die Hauptachse der Grundebene senkrecht aufstehen soll und 
daß die Randkanten gegen die beiden vertikalen Bildebenen 
schief (cp) liegen sollen; gesucht werden die Normalprojektionen. 

Analyse: In Fig. 144 ist x^ = ll, ^^ = 13^ ^Q=12iiini. Der Grund- 
Umriß ist ein Quadrat^ das durch seinen Mittelpunkt {x^^ y^)^ durch die 
Länge der Halbachsen (^q) und die Neigung q) (30^) einer dieser Rand- 
linien gegen die X-Achse festgelegt ist. Der Aufriß von Q liegt auf der 
X-Achse^ der Aufriß von P auf der Hilfsparallelen M-^M^ in der Höhe 2^q. 
Die Aufrisse der Randpunkte sind bestimmt durch die Parallele im Ab- 
stände 0Q zu OX und die Hilfsparallelen aus den entsprechenden Punkten 
des Grundrisses. 

Konstruktion: Man legt M^ und M^ durch die Koordinaten fest 
und zieht durch M^ die Schiefe M^B^ unter der Neigung (45^ — cp) zu OX. 
Dann legt man durch M^ (P^^ ^i) ^^s Lot zu M^B^ und schneidet auf 
dem Lotkreuz die Länge der Halbachse (%) ab bis J.^^ P^^ C^, B^. Ferner 
zieht man durch M^ die Parallele zu OX und überträgt durch Hilfs- 
parallelen die Grundrißpunkte nach der Auf ebene. Die vorderen Teile 
sind leicht zu erkennen. Das Profil ist zu ergänzen. 

Allfgalbe 131. E[in reguläres Rhombendodekaeder ist ge- 
gegeben durch dieselben Bedingungen wie bei der vorigen 
Aufgabe; man sucht die Normalprojektionen. 

Analyse: Der Grundriß des Krystall-Mittelpunktes bildet den Mittel- 
punkt eines Quadrates^ dessen Diagonalen gleich den Achsenlängen (2^^) 
sind (Fig. 145a). Die Mittellinien des Quadrats sind die Grundrisse der 
Polkanten PE, QF usf. P^ und Q^ sind durch die Hilfsparallele von 0^ 
nach OX und die Z- Koordinaten (2^^ bezw. Null) bestimmt. Die Aufriß- 
Randecken JLg ^ Pg ^ Cg^Pg liegen in der Höhe Sq über OX. Für die dreikantigen 
Ecken E^ F usf. stellen wir folgende besondere Betrachtung an. In Fig. 145b 
stellt OABP den Oktanten vorn^ oben^ rechts dar mit der dreikantigen 
Ecke E. Die Strecken AB, BP, PA entsprechen den Oktaederkanten. 
Verlängert man PE, so triff't sie die Basisebene OAB in Q derart^ daß 
OQ die Strecke AB in P senkrecht halbiert und daß EO = RQ. Das 
Viereck OAQB ist nämlich ein Quadrat^ und E liegt senkrecht über P. 
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Nun ist BE Mittellinie im Dreiecke POQ und daher == |0P. Die Ecke E 
sowie die entsprechenden oberen Punkte liegen daher um -^^q über der 
krystallographischen Basisebene und J'^ (nebst den entsprechenden unteren 
Punkten) um ebensoviel darunter. Hiermit sind auch die Aufrisse dieser 
Punkte durch Parallelen zu OX. im Abstände \Zq und --z^ sowie durch 
Hilfsparallelen genau bestimmt. 

Konstruktion: Man legt 0^ und 0^ fest wie vorher^ ebenso das 
Quadrat A^E^C\D^ mit den Mittellinien und zieht sämtliche Hilfsparallelen 
nach OX. Dann bestimmt man den Aufriß der Krystallpole P und Q 




R Q 



Fis*. 145 a. 



Fip-. 145 b. 



Fig. 146. 



und legt in die Auf ebene drei Parallelen zu OXim Abstände ^0^^ z^ bezw. 
-|<^Q bis zum Schnitte mit den genannten Hilfsparallelen. — Der Koordinaten- 
Nullpunkt ist hier wie in den folgenden Aufgaben als zunächst überflüssig 
nicht näher markiert. Die Verhältnisse der Sichtbarkeit sind leicht zu über- 
blicken. — Die beiden Kormalprojektionen werden durch das Profil ergänzt. 

Allfgalbe 132. Für dieselben Mittelpunktskoordinaten und 
ähnliche Achsenstellung wie vorher ist ein Pyramidenwürfel zu 
projizieren^ wenn sein Parameterverhältnis 1 : -| : oo ist und 
eine Nebenachse unter cp (= 20^) gegen die Aufebene geneigt ist. 

Analyse: Der Umriß des Grundrisses (Fig. 146) ist ein Achteck^ 
dessen Achsenecken ^^^ B^, C\^ T>^ durch die Mittelpunktskoordinaten ^ die 
Achsenlängen (^q) und cp bestimmt sind. Um die übrigen Ecken E-^ (F^ usf. 
(die sogenannten Würfelecken) festzulegen^ bedient man sich des gegebenen 
Parameterverhältnisses. Hiernach schneidet die verlängerte ÄE(Ä^E^) die 
verlängerte OB(O^B,) in P so, daß 0Ä:0B=1:^ = 2: 3. Dasselbe gilt 
für die verlängerten i?i?(jE>^i^^) und OÄ(O^A^). Damit ist Ä-^ festgelegt so- 
lo* 
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wie entsprechend E^^ F^ und die übrigen oberen und unteren Würfelecken. — 
Im Aufriß machen Og; P^^ Q^ keine Schwierigkeiten. Die ßandecken 
A, Bj C^ D haben ebenfalls einfache Örter^ und es fragt sich nur^ wie hoch 
liegen die Würfelecken E, F usf. über oder unter der krystallographischen 
Basisebene. Nun ist bereits der Grundriß des betreffenden Würfels durch 
E^ G-^ usf. festgelegt und damit auch die Würfelkante k = G^E^. Dann 
aber liegen die oberen (unteren) Würfelecken in der Höhe jk über (unter) 
der Basisebene. Als weitere Örter dienen die bekannten Hilfsparallelen. 
Konstruktion: Lege durch 0^ die Schiefe unter q) (= 20^) gegen 
OX nebst dem Lote und schneide auf dem Lotkreuz die Halbachsen 
(^q) ab bis Ä^^ B^j C^^ D^. Schneide ferner O^E = O^S . . . = \0-^A ab^ 
bestimme die Grundriß-Achtecke und ziehe die Hilfsparallelen nach OX. 
In der Auf ebene legt man nun O^j F^j Q2 ^^^^ ^^^ führt drei Paral- 
lelen zu OX im Abstände: ^^ — -^ 0^ (durch O^) und 0^ + "^. Ihr Schnitt 

mit den Hilfsparallelen ergibt alle Eckpunkte des Pyramidenwürfels. Schaut 
man gegen die Aufebene^ so erkennt das Auge sehr bald^ daß Ä^ B und D 
Yorn liegen^ wonach sich die Sichtbarkeitsverhältnisse regeln. — Die Pro- 
jektionen sind durch das Profil zu ergänzen. 

Aufgalbe 133. Ein Pentagondodekaeder soll in einfacher 
Lage normal projiziert werden. 

Analyse: Das Dodekaeder wird als Hemieder eines Pyramidenwürfels 
betrachtet. Wir wollen eine Form annehmen^ die zwar in der Natur nicht 
vorkommt^ uns aber zugleich das geometrisch reguläre Dodekaeder 
liefert^ den Fall nämlich^ daß reguläre Fünfecke auftreten. In übrigen 
soll das Dodekaeder auf der Grundebene aufstehen^ Dach- und Kiel- 
kante sollen OX parallel laufen; endlich seien die Mittelpunktskoordinaten 
bei beliebigem Xq folgende: y^ = 27^ 0^ = 23 mm. Wir wollen mit dem Auf- 
riß (Fig. 147 a) beginnen. Der Punkt 0^ (wie auch OJ ist leicht festgelegt^ 
ebenso A^y Pg; Ö2 d^^cli die Länge der Halbachsen (= 0q). Es kommt nun 
darauf an^ die sogenannten Würfelecken E^^ C^j J^j K^ usf. im Aufriß zu 
bestimmen und damit auch Dg^ L^ usf. Hierzu bedarf es einer beson- 
deren Betrachtung. In Fig. 147b sei ABCBE (im Schrägbild; |-, 30^) 
ein regelmäßiges Fünfeck^ das sich an die Dachkante FB des Dodekaeders so 
anlehnt^ daß es mit der Diagonale EC(d) die sogenannte Würfelkante 
(hier zu denken^ am Pyramidenwürfel sichtbar) deckt. Da nun in einem 
regelmäßigen Fünfecke die einander schneidenden Diagonalen eine stetige 
Teilung (goldnen Schnitt) erzeugen^ so ist GF\ GB = n^ wenn n die Yer- 
hältniszahl des goldnen Schnittes (= 1^618) bedeutet. Zieht man noch 
durch G die Parallele*) GB zu FO^ so wird auch OF nach dem Ver- 

*) Die Bezeichnung entspricht genau dem Original zu Fig. 147a; es ist 
AB = BC ^ CB = -- ^ a, EC= d, 0B= 0T=^, wobei a Major des 
goldnen Schnittes auf Diagonale d ist. Yergl. Anm. 80. 
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SO ist BP = 



149 
Zieht man ferner die 



hältnis n geteilt. Da nun OB = ^ , ^^ ^^. ^.^ 

Parallelen durch D and G zu PO his N und T^ so ist auch TF : TN = n 



Man kennt weiterhin GF^p)^^)-^ es ist nämlich p 



worin a 



die Fünfeckseite ist^ und da (tT = -- (der Halbkante des Würfels) so läßt sich 
berechnen TF ■■ 



d = -^(]/5 + l). Man 



erhält dann für TF -- 



, d. h. 



auch OF ist in T stetig geteilt^ 
denn T = ^ • Wenn aber OF 

und NF in T stetig geteilt sind^ 
dann ist nach einem bekannten 
Satze auch OT in N stetig ge- 
teilt, und ON^ TF=^'^' Da 
ferner SG ^ NT, so muß auch 
BG = -^ in S stetig geteilt sein, 



oder Viereck 





PI) SB ist ein Quadrat. Hieraus geht nun hervor, daß man O^P^ (Fig. 
147 a) in B stetig teilen muß, um durch die Parallele im Abstände ^o + V 
Yon OX die Punkte Cg, G^y E^ näher zu bestimmen. Ähnliches gilt für 
J^ und K^ und die übrigen Eckpunkte. Für den Grundriß findet man 
leicht entsprechende Orter. 

Konstruktion: Man lege 0^ und 0^ durch die Mittelpunktskoordi- 
naten fest und schneide die Halbachse (= ^q) in der Grrundebene und Auf- 
ebene ab bis ü-^ und F-^ bez. P^, ^2; -^2 (-^2; ^2)- ü^^nn teile man O^P^ stetig 
in B, ziehe di=e Parallele zu OX bis 02^02 ^ F2) und führe jPg ^2 ^^^ ^^^ 
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1(2) 



Schnitte Dg mit der Dachkante. Damit ist die halbe Dachkante PgD^ 
gefunden^ mit Hilfe deren man die Aufrißiigur veryoUständigt. Durch Über- 
tragung in den Grundriß mittelst der Hilfsparallelen und durch Abschneiden 
der gefundenen Dachkante =2P^D.2 zeichnet man dann den Grundriß. 
Allfgalbe 134. Ein Ikosaeder soll in Normalprojektion dar- 
gestellt werden. 

Analyse: Wir benutzen die Eigenschaft des gegmetrisch regu- 
lären Dodekaeders^ daß die Mittel- 
punkte der zwölf Fünf ecke die Ecken 
eines Ikosaeders bestimmen. Ist 
daher das Dodekaeder projiziert 
(Fig. 147 a)^ so braucht man nur 
die Projektionen der Mittelpunkte 
(vermittelst der Mittellinien) zu be- 
stimmen. In Fig. 147 a sind die 
so gefundenen Mittelpunkte durch 
Ziffern 1, 2, 3 . . . 8 . . . usf. sowohl 
im Grund- wie Aufriß bezeichnet. 
Konstruktion: Man zieht in 
den Projektionsfünfecken je zwei 
Mittellinien und bestimmt so im 
Grund- u^nd Aufriß die Punkte 1^ 
2^ 3^ ... 7^ 8^ . . .*) und überträgt 
diese Punkte (mit der Nadel) auf 
ein besonderes Zeichenblatt (Fig. 
148). Durch geeignete Verbindung 
erhält man die gesuchte Projektion. 
Vergi. übrigens Aufg. 68 und 75.^^) 




Fig. 148. 

Die Normalprojektion von Krystallen ist weniger im Gebrauch als die 
schräge Parallelprojektion und einige andere Projektionsarten^ auf die wir 
nicht eingehen wollen; im übrigen wird hier auf den Ubungsstoff yer- 
wiesen^ namentlich aber auf die sogenannten Netzkonstruktionen. Wir 
wenden uns nunmehr zur Normalprojektion anderer Polyeder^ namentlich 
der prismatischen und pyramidalen Formen im eigentlichen Sinne. 

Aufgabe 135, Von einem regelmäßigen, geraden, achtkan- 
tigen Prisma, das der Grundebene aufsteht, sind die Koordinaten 
des Grundmittelpunkts, der große Halbmesser und die Höhe ge- 
geben, dabei soll ein großer Halbmesser in brachialer Stellung 
sein; gesucht sind die Normalprojektionen. 

*) Die Punkte sind in der Figur nur zum Teil bezeichnet. 
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Analyse: 



Es sei x^ beliebige 



y^ 



^') 



0, r = 12, Ä = 34 mm 



(Fig. 149 a, verkleinert auf f). Der Grundriß ist ein Achteck, dessen Mitte M^ 
durch y^ und dessen Eckpunkte durch r bez. die brachiale Lagebedingung 
(Durchmesser 3 7 parallel OX) bestimmt sind. Der Aufriß der Pußfläche ist 
eine Strecke auf OX, deren Hauptpunkte durch OX und die Hilfsparallelen 
aus der Grundebene festzulegen sind. Auch der Aufriß der Deckfläche ist 
eine Strecke im Abstände li zu OX, deren Hauptpunkte ähnlich wie die 
Yorigen zu finden sind. Die Punkte sind durch Ziffern ohne Index be- 
zeichnet. 

Konstruktion: Man markiere M-^, beschreibe den Kreis mit r und 
trage Yon 3 7 aus (parallel OX) die Achteckseite ein. Ziehe dann in der 




Fi^. 149. 



Aufebene die Parallele im Abstände li von OX und bringe beide Geraden 
zum Schnitte mit den Hilfsparallelen aus der Grundebene. Die vorderen, 
d. h. sichtbaren Teile der Figur sind leicht zu bestimmen. 

Die Figur enthält nun als Erweiterung der Aufgabe (in Fig. 149 b) das 
Hinüberbringen in allgemeinere Lagen. Zunächst ist um die Achse 
^1%*) ^^ einen Winkel von 45^ gedreht. Dabei ändert der Aufriß die 
Lage, aber nicht die Form. In bereits bekannter Weise ist hierdurch auch 
der Grundriß festgelegt (vgl. Aufg. 128). — Als weitere Verallgemeinerung 
(Fig. 149 c) ist dann noch eine Drehung um die Vertikale in 3^ (parallel OZ) 
ausgeführt, und zwar soll so weit gedreht sein, bis der Grundriß der Kante 3 



*) 3,, 



bedeuten folc^erichtie^ Grund- und Aufriß des Punktes 3. 
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einen Winkel von 30^ mit OX bildet. Hier ändert sich der Grundriß der 
Stellung b) nur der Lage nach (Punkt 3 behält in allen drei Stellungen seinen 
Ort). Zufallig fallen in Fig. 149 c die Prismenkanten in der Projektion so nahe 
zusammen^ daß sie in der Zeichnung kaum unterschieden werden können. 
Die ISTetzkonstruktion^ d. h. das Abschälen der Oberfläche und 
Ausbreiten in der Ebene (Komplanation^ Abwicklung^Verebnung) zum Zwecke 
einer Modellierung ist so einfach^ daß wir erst bei schwierigeren Problemen 
näher darauf eingehen, übrigens tritt gerade hier der Vorzug der Normal- 
projektion^ die leichte Bestimmbarkeit der wahren Ausdehnungen hervor. 




Fig. 150. 



Aufgabe 136. Eine regelmäßige^ gerade^ sechsseitige Pyra- 
mide schwebe mit der horizontalen Fußfläche über der Grund- 
ebene und zwar so^ daß eine Grundkante unter 60^ gegen die 
Aufebene geneigt ist; man soll die Normalprojektionen suchen. 



Analyse: Gegeben sind ^r^j^lO; yQ = 10'^ 0^- 



:Z: r- 



8; /^ = 22mm; 



(p = 60^. — Der Grundriß (Fig. 150a) ist ein regelmäßiges Sechseck 
Ä-^B^C^ . . ., dessen Mittelpunkt M-^ durch die Koordinaten x^ und y^ be- 
stimmt ist-, im übrigen ist das Vieleck durch den großen Halbmesser r 
und den Richtungswinkel (p festzulegen. Der Aufriß (bez. Seitenriß) ist 
im Umriß ein gleichschenkliges Dreieck; die Hauptpunkte der Grundlinie 
C^F^ des Aufrisses findet man durch eine Parallele zu OX im Abstände 
^Q und durch die Hilfsparallelen aus dem Grundriß. Die Spitze endlich 
ist durch eine Parallele zu OX im Abstände z^ -j- li bestimmt. Der Seiten- 
riß wird analog festgelegt. 

Konstruktion: Man legt M-^, M^ und M^ durch das Projektions- 
diagramm fest und zieht durch M^ die Schiefe nach OX unter 60^ ißi-Di 
parallel JB^C^. Dann schneidet man r auf allen sechs Strahlen ab^ die 
man durch M^ unter gleichen Winkeln (60^) ziehen kann. Ferner legt 
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man durch M^ (Jfg) die Parallelen im Abstände 0^ zu OX (OY) und 
eine weitere Parallele im Abstände 0^ + Ji. Der Schnitt dieser Linien mit 
den Hilfsparallelen aus dem Grundriß nach II (III) ergibt die gesuchten 
drei Projektionen. 

Als Nebenkonstruktion wollen wir diesmal auch das ISTetz dar- 
stellen. Es zeigt sich ein Fächer aus sechs gleichschenkligen Dreiecken 
und einem anhängenden Sechseck^ wenn wir längs einer Seitenkante (SÄ) 
aufschneiden und die Bodenfläche ablösen bis auf eine Grrundkante (CD). 
Da keine der Seitenkanten irgend einer Bildebene parallel läuft ^ so läßt 
sie sich nirgends in wahrer Größe abgreifen. Man hätte daher nach 
Fig. 133 c die wahre Größe (etwa Yon SÄ) zu konstruieren. Dort wurde 
ein Trapez (bez. Dreieck) in die Grundebene geklappt. Hier empfiehlt es 
sich aber^ das Originaldreieck SJ.ilf (im Raum) für sich zu konstruieren; 
die beiden Katheten dieses rechtwinkligen Dreiecks sind gleich /Sgü^a ^^^- 
M^A^y die Hypotenuse ist die gesuchte ÄA Man benutzt zur Konstruktion 
im Aufriß S^M^, schneidet von M^ aus auf der Parallelen (zu OX) die 
Strecke M^S^ ab bis A (nicht gezeichnet) und zieht S^_A! gleich der ge- 
suchten wahren Seitenkante.*) Xun hat man um S (Fig. 150b) nur 
einen Bogen mit SA = S^A' zu beschreiben^ die Grundseite aus dem 
Grundriß unmittelbar zu entnehmen und in den Bogen sechsmal als Sehne 
einzutragen bis_B^ C^D... (^); endlich legt man an CT) das Grund-Sechseck 
in bekannter Weise an. Mit Hilfe des Netzes bildet man ein Modell. 

Allfg'albe 137, Ein regelmäßiger^ gerader^ sechsseitiger Pyra- 
midenstumpf steht mit der Fußfläche auf der Grundebene so^ 
daß ein großer Durchmesser parallel OX yerläuft; die Normal- 
projektionen sind für diese und für allgemeinere Lagen ver- 
langt. 

Analyse: Die Festlegung der Vollpyramide ist nach voriger Aufgabe 
ohne weiteres auszuführen für ein beliebiges x^^ außerdem für y^ = 24^ ^q = 0^ 
r = 15 und h = 46mm. Mmmt man nun an^ daß die Abstumpfung in 
halber Höhe aufgeführt sei (Fig. 151a auf-~YerkL)^ so ist auch die Fest- 
legung der Projektionen der Deckfiäche mit dem Mittelpunkte N sehr 
einfach zu erledigen. — Die erste Drehung des Stumpfes (Fig. 151b) 
geschehe um die Achse ^Q,^ um 45^. Wir verlegen Grundrißpunkt 6 
nach rechts um eine beliebige Strecke und stellen fest^ daß der alte Aufriß 
eine Drehung links herum, der alte Grundriß eine natürliche Verschiebung 
seiner Punkte nach links erhält. — Eine zweite Drehung (Fig. 151c) des 



*) Dies einfache Verfahren läßt sich auch auffassen als Verbindung einer 
Drehung (Klappung) mit einer Parallelverschiebung; zunächst nämlich dreht 
man das Originaldreieck SMA (im Trapez SM-^A^Ä) um SA^ bis zur Parallel- 
lage mit der Aufebene (1/), und dann verschiebt man die Figur parallel YO 
nach JJ, eine Bewegung, die gleichbedeutend mit einer Projektion nach II ist. 
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Originalkörpers um die Achse 6 6-j oder genauer um die Vertikale in 6-^ 
(um 20^)^ erteilt den alten Grundrißpunkten eine Drehung links lierum^ 
den alten Aufrißpunkten Parallely er Schiebungen teils nach links^ teils nach 
rechts. 

Konstruktion: Nach der einfachen Festlegung Yon Fig. 151a erfolgt 
die künstliche VerleQ'uno; des Aufrisses nach rechts unter Vornahme der 
Drehung von 45^. Durch den Schnitt der Hilfsparallelen nach der Grund- 
ebene mit den Verschiebungsparallelen von dem Grundriß der Fig. 151a 
nach rechts ergibt sich der neue Grundriß. Hierauf verlegt man diesen 
weiter nach rechts um eine beliebige Strecke unter einer Drehung von 




20^ und zieht die Hilfsparallelen nach der Auf ebene. Hierher führt man 
auch die Verschiebungslinien vom alten Aufriß und erhält so den neuen 
Aufriß in allgemeinster Lage. Das Profil ist zu ergänzen. — Die Netz- 
konstruktion entspricht durchaus der vorigen Aufgabe und ist deshalb 
hier nicht ausgeführt. 

Ülbllli^sailfgalben, 1. Erteile dem Würfel (vergl. Fig. 141a) ver- 
schiedene Stellungen zur Auf- und Seitenebene und konstruiere zu den 
Normalprojektionen in allen Bildebenen die Schrägbilder für die Auf ebene 
als Schrägbildebene"^); letzteres für verschiedene Verzerrungszahlen. 

*) Die Konstruktion der Schrägbilder aus den Normalbildern heraus ist 
immer eine nützliche Übung, soll aber weiterhin nicht mehr besonders erwähnt 
werden bis auf wenige hervorras-ende Fälle. 
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2. Projiziere den Würfel normal in einfacher Diagonalstellung (vgl. 
Fig. 45). 

2 a. Vervollständige die Figuren 142 a^ b^ c^ d durch, das Profil. 

3. Die Verallgemeinerung der Lage eines Würfels (vergl. Fig. 142) 
soll so erreicht werden^ daß bei c) der Punkt D seine Lage be- 
halten soll. 

4. Durch andere Drehungen als in Grundaufgabe 128 sowie durch 
eine andere Reihenfolge der Drehungen ist die allgemeine Lage zu 
erzielen. 

5. Läßt sich ein Würfel durch einen anderen^ kongruenten Würfel 
so hindurchschieb en^ daß ein ununterbrochener Ring bleibt? Die Frage 
läßt sich aus dem Grundriß eines Wür- 
fels in Achsenstellung und in Diagonal- 
stellung entscheiden. In der Figur stellt 
das Sechseck A^ B^ C^ G-^ H^ E^ den 
Grundriß des Würfels in Diagonalstellung 
(ähnlich wie Fig. 142 d)^ und das Quadrat 
PtQ^B^S^{T^U^l\W^) den Grundriß des 
conaxialen Würfels in gewöhnlicher 
Achsenstellung dar. (Konstruktion mit 
Hilf s schnitt durch Körper- und Flächen- 
diagonale.) 

6. Bringe das Tetraeder (Fig. 143) 
durch geeignete Drehungen in allge- 
meinere Lagen. 

7. Das Oktaeder (Fig. 144) ist in 

die Grundebene umzulegen und zu projizieren 5 hierauf ist es in allgemei- 




nere Lagcen zu bringen. 



8. Projiziere Rhombendodekaeder (Fig 145) und Pyramiden- 
würfel (Fig. 146) in allgemeinere Lagen^ letzteren mit verschiedenen 
Parameterverhältnissen. 

9. Projiziere in einfacher Lage ein Pentag ondodekaeder^ das aus 
einem Pyramidenwürfel mit dem Parameterverhältnis 1 : f : oo oder 1 : 2 : oo 
abgeleitet ist. 

10. Zeichne allgemeine Lagen für die Hauptaufgabe 133 und die 
vorige Übungsaufgabe. 

11. Ein Ikosaeder (Fig. 148) ist in allgemeiner Lage zu projizieren. 

12. Projiziere normal folgende Kombinationen der regulären Klasse: 
a) Oktaeder mit Würfel (vergl. Fig. 77a und b); b) Rhombendodekaeder 
mit Oktaeder (vergl. Fig. 78); c) Rhombendodekaeder mit Würfel (Fig. 79); 
d) Tetraeder mit Tetraeder (vergl. Fig. 81); e) Tetraeder mit Würfel 
(vergl. Fig. 82). 

13. Desgl. folgende Krystallformen der hexagonalen Klasse: a) Prisma 
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mit Pyramide (vergi. Fig. 84); b) Prisma mit Pyramide und Doppel- 
fläclie (vergl. Fig. 85); c) Rhomboeder (yergl. Fig. 87^ 88); d) Rbom- 
boeder mit basischer Doppelfläclie (yergl. Fig. 90); e) Rbomboeder mit 
Prisma (yergl. Fig. 91, 92); f) Skalenoeder (yergl. Fig. 93). 

14. Konstruiere für die einfacheren Kry stalle die Netze und fertige Modelle. 

15. Die Normalprojektionen yon regelmäßigen, geraden Prismen 
(3-, 4-, 5-, 6- und 8-kantig) für yerschiedene Hauptlagen der Achsen zu 
finden und zwar: a) yertikal; b) brachial; c) orthogonal. Bringe die 
Körper in allgemeinere Lagen, konstruiere das Netz und modelliere.*) 

16. Die Normalprojektionen yon regelmäßigen, geraden Pyramiden 
(3-, 4-, 5-, 6-, 8- kantig) in yerschiedenen Hauptlagen zu finden, und zwar 
soll die Pyramidenachse: a) yertikal; b) brachial; c) orthogonal liegen. 
Bringe außerdem die Körper in allgemeinere Lagen und wickle ab. 

17. Die Normalprojektionen yon Pyramidenstümpfen entsprechend der 
yorigen Übungsaufgabe sind zu konstruieren (Netz!). 

18. Projiziere Obeliske, Kreuze und andere architektonische Körper- 
formen. 

§ 15. Normalbilder von krummflächigen Körpern. 

Die Normalprojektion der elementaren krummflächigen Körper (Zylin- 
der, Kegel, Kugel) wird im allgemeinen auf die Projektion einbeschriebener 
Polyeder zurückgeführt. Wir wollen die Methode an folgenden Beispielen 
erläutern. 

Aufgalbe 138. Man soll einen geraden Kreiszylinder in ein- 
fachster Lage projizieren.^^) 

Analyse : In Fig. 152 a (auf - yerkl.) ist ein Zylinder in yertikaler Achsen- 
stellung gegeben durch die Koordinaten des Fußmittelpunktes : bei beliebigem 
Xq ist ^0 = 32, ^Q = mm; außerdem sind gegeben der Halbmesser r = 12 
und die Höhe h = 34 mm. Der Grundriß ist ein der Grundfläche kon- 
gruenter Kreis, der Aufriß (und das Profil) ein Rechteck. Beide sind durch die 
gegebenen Bestimmungsstücke leicht festzulegen. Um die zugeordneten 
Punkte in Grund- und Aufriß zu konstruieren, denken wir uns dem Zylinder 
ein regelmäßiges achtkantiges Prisma einbeschrieben, ganz nach Art der 
Fig. 149a. Nun ist es leicht, durch die Hilfsparallelen die zugeordneten 
Punkte, die hier einfach mit Ziffern ohne Index bezeichnet sind, zu finden. 

Konstruktion: Nach Festlegung yon M^ ist die gestellte Aufgabe 
sofort zu konstruieren. — Soll nun der Körper in allgemeinere Lagen 
gebracht werden, so y erfolgt man genau denselben Weg wie in Fig. 149b 
und c. Hier ist aber „1^^ der feste Punkt. Zunächst wird in Fig. 152b der 



*) Die Ergänzung der Projektionen durch das Profil wird nicht mehr be- 
sonders erwähnt und dem Willen des Zeichners überlassen. In manchen Fällen 
allerdings ist gerade das Profil yon entscheidender Bedeutung. Wann? 
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Zylinder um die Aclise 1 lg nacli reclits gedreht (45^). Man überträgt 
den Aufriß yon Fig. 152a nach rechts^ zieht die Hilfsparallelen nach der 
Grundebene und die Verschiebungslinien vom Grundriß der Fig. 152 a nach 
rechts. Die elliptischen Figuren sind auf ihre sichtbaren Teile genau zu 
prüfen. — In Fig. 152 c handelt es sich um eine weitere Drehung um eine 
Vertikalachse durch 1 (30^). Man überträgt den Grundriß der Fig. 152b 
nach rechts und zieht im Aufriß die Verschiebungslinien. 

Die Netzkonstruktion (Abwicklung) werde hier nur kurz angedeutet. Sie 
kann nur angenähert ausgeführt werden^ da die Irrationalität yon jt keine 
geometrisch genaue Konstruktion zuläßt. Das Netz besteht aus dem recht- 
eckigen Mantel^ dessen Grundlinie 2rjr und dessen Höhe h ist^ und den 
beiden anhängenden Grundkreisen. 




(C) 



Fiff. 152. 



Da eine besondere Betrachtung doppeltgekrümmter Linien (Raum- 
kurven) hier ausgeschlossen werden muß^ so sollen nur einige in ihrem 
Zusammenhang mit krummflächigen Körpern betrachtet werden. 

Aufgabe 139. Ein flaches Schraubengewinde soll im Zu- 
sammenhange mit seiner Spindel normal projiziert werden 

Analyse: Schon früher (Fig. 108) ist die Normalprojektion eines 
scharfen Schraubengewindes als besonderer Fall der Schrägprojektion ge- 
lehrt worden. Hier soll die Konstruktion einer Schraubenlinie selbständig aus- 
geführt werden. Gegeben sind die Koordinaten des Grundmittelpunkts ^q = 31^ 
Zq = mm (bei beliebigem ^q)^ die Spindelhöhe li = 41 mm (entspr. einer vollen 
Ganghöhe)^ endlich der äußere Halbmesser r^ = 25 mm und der Spindel- 
halbmesser rg = 10 mm. Bei einem flachen Schraubengewinde handelt es sich 
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um vier Schraubenlinien (Fig. 153)^ von denen zwei (ABC . . . und A' B'C 
. . .)^ auf der Spindel selbst und die beiden anderen (1^ 2^ 3 . . . und V12\ 3' 
. . .) auf einem gedachten äußeren Zylinder (Halbmesser /\) yerlaufen. 
Der Grundriß der beiden Zylinder ist in den beiden Grund -jKr eisen 
1^ 2^ 3 ... 8 (9)*) und A^^B^^C^. . .H^, (J^ ohne weiteres festzulegen^ ebenso 




der Aufriß in den Rechtecken über 1 M^b und Ä^M^E^. Wir fassen nun 
die Bestimmung der einzelnen Schraubenlinien ins Auge. Der Grundriß 
für die inneren Schraubenlinien ist der Kreis A^B^C^ . . . ^ für die äußeren 
der Kreis 1^ 2^ 3 . . . Die Aufrisse lassen sich nur punktweise bestimmen. 
Was die untere äußere Linie 1^ 2^ 3 . . . betrifft^ so erinnern wir nur daran^ 
daß sie durch Aufwickeln eines rechtwinkeligen Dreiecks erhalten werden 



'•') Hier, wie öfter, ohne Index. 
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kann (Aufg. 100); dessen horizontale Kathete gleich dem Umfange (27\7t} 
des Außenzylinders und dessen vertikale Kathete gleich der Ganghöhe (//) 
ist ; die einzelnen Hypotenusenpunkte dieses Dreiecks erzeugen heim Herum- 
legen die gesuchte Schraubenlinie. Zeichnet man daher nebenbei ein 
solches Dreieck (hier nicht ausgeführt^ in der Auf ebene nur durch Pfeile bei 
1^5 angedeutet); so kann man diesem die Höhen (Z-Koordinaten) von 
beliebig vielen Punkten entnehmen. Wir wollen acht regelmäßig verteilte 
Punkte annehmen. Man hat dann für jeden Aufrißpunkt (etwa 4) fol- 
gende Örter: die Hilfsparallele aus Grundriß 4 nach OX und die Parallele 
in der Auf ebene zu OX im Abstände der aus dem Hilfsdreieck entnom- 
menen Z-Koordinate. Die zweite äußere Schraubenlinie wird ebenso fest- 
gelegt; man läßt sie nur etwas höher bei 1' (Breite des Ganges = 6 mm) 
beginnen. Man benutzt entweder die aus dem vorigen Hilfsdreieck ent- 
nommenen ^ um 6 mm vergrößerten Z-Koordinaten oder ein besonderes 
Hilfsdreieck; das in der Auf ebene rechts bei 1' durch zwei Pfeile ange- 
deutet ist. Der Aufriß endigt naturgemäß über 9 in 9\ — Die untere 
Innen- Schraubenlinie beginnt in gleicher Höhe wie 1; 2; 3 . . . bei A^ die 
obere 6 mm höher bei B. Sie werden genau so bestimmt wie die äußeren 
Linien. Die Aufrißpunkte sind festzulegen durch die Hilfsparallelen aus 
-^17 ^1? C^ ■ • ' ^ach OX und die entsprechenden Höhen^ die man aus den 
zugehörigen Hilfsdreiecken entnimmt. Da diese mit den vorigen die 
gleiche vertikale Kathete haben^ so darf man sich der vorigen Z-Koordi- 
naten bedienen (vergi. auch Fig. 105). Die untere Linie endigt in Jg? ^^^ 
obere in J2. 

Konstruktion: Nach Zeichnung der Grundrißkreise und Aufriß- 
rechtecke kürzt man die Konstruktion wesentlich dadurch; daß man nicht 
mehr die Aufwicklungsdreiecke bestimmt; sondern einfach nur eine äußere 
Seitenlinie (hier rechts bei 5) in acht gleiche Teile zerlegt (1; 2; 3 . . .) 
und entsprechend für die oberen Linien etwas höher (6 mm) eine neue 
Teilung (1'; 2'; 3' . . .) einträgt. Jetzt zieht man aus sämtlichen Grundriß- 
punkten die Hilfsparallelen und bringt sie zum Schnitt mit den zugehörigen 
Parallelen zu OX in der Auf ebene. — Die Fig. 153 kann auch die 
Fläche einer Wendeltreppe versinnlicheU; wenn man die Spindel etwas 
dünner nimmt oder sie gar nur hinzudenkt. Die Strecken (im Räume) 
l'M^ 2 P usf.; deren Grund- und Aufriß leicht erkennbar ist, heißen die 
Streichlinien der Schraubeniiäche; sie liegen naturgemäß horizontal 
und endigen innen auf der Spindelachse. Die Fall-Linie; d. h. die Senk- 
rechte zur Streichlinie (zugleich Berührende der Schraub eniläche) bildet mit 
dem Horizont den Winkel des rechtwinkligen Hilfsdreiecks (hier 15^); er 
ist überall derselbe (Steigungswinkel aus tang ^ = /^ : 2rjr).^^) 

Aufgabe 140. Ein gerader Kreiskegel; dessen Achse hori- 
zontal liegt; ist zu projizieren. 

Analyse: Wir wählen zuerst eine ganz einfache Stellung (Fig. 154a) 
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und legen die Aclie SM parallel OX; außerdem sei bei beliebigem Xq 
gegeben: ^y^ = 18^ ^^ = 10^ r = 8^ h = 22 mm. Grund- und Aufriß sind 
gieiclisclienklige Dreiecke. Um die zugeordneten Punkte in Grund- und 
Aufriß zu liaben^ müßte man das kreisförmige Profil des Kegels (hier 
nach, rechts zu denken) benutzen. Um diesen umständlichen Weg zu 
sparen^ benutzt man einen Halbkreis über 3 7 des Grundrisses und bestimmt 
liier und entsprechend im Aufriß die betr. Punkte. — Um in eine allgemeine Lage 
zu kommen^ drehen wir um die vertikale Achse 1 5 des Originals reclits 
herum (45^). Der neue Grundriß (Fig. 154b; nach links verschoben) bleibt 
der Form nach ungeändert und erfährt nur eine Drehung ^ während die 
neuen Aufrißpunkte eine Parallelyerschiebung^ teils nach links^ teils nach 
rechts erleiden. Hierdurch tritt im Aufriß eine Ellipse als Projektion der 




Fig. 154. 

Grundfläche auf. Das neue Profil ist durch die bekannten Projektions- 
diagramme bestimmt. 

Konstruktion: Auf Grund der Koordinaten und der anderen Bestim- 
mungsstücke zeichnet man die gleichschenkligen Dreiecke der Fig. 154 a. 
Dann beschreibt man um 3 7 des Grundrisses den Halbkreis ^ zerlegt 
ihn in vier gleiche Teile und fällt die Lote auf 3 7^ wobei man die 
Achtelpunkte des Grundkreises erhält. Im Aufriß müßte man genau so 
verfahren; man sieht aber leicht ein^ daß man durch Übertragung rascher 
zum Ziel kommt; nur muß man beachten^ daß die Punkte 31^ 3^ 7 in mitt- 
lerer Höhe liegen^ 4^ 5^ 6 höher und 1^ 2^ 8 tiefer. — Hierauf verschiebt 
man M^ beliebig nach links^ zieht durch ihn den Strahl unter 45^ gegen 
OX und überträgt den alten Grundriß nach links. Durch die Punkte des 
alten Aufrisses legt man die Verschiebungsparallelen zu OX und bringt 
sie zum Schnitt mit den Hilfsparallelen aus dem neuen Grundriß. Nun 
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zieht man die Hilfsparallelen nach der weiter nach links gelegten Profil- 
ebene und vollendet die Diagramme. Die Sichtbarkeit der beiden Ellipsen 
ist leicht zu entscheiden. 

Die Zeichnung einer Netzfigur (Abwicklung) erledigt sich einfach^ 
wenn man den Kegelmantel längs einer Seitenlinie (hier S 1) aufschneidet 
und den Zusammenhang mit dem Grrundkreis auflöst. Die Komplanation 
ergibt einen Kreissektor ^15(1) (Fig. 154 c) und den Grundkreis. Vom 
Sektor ist der Halbmesser Sl (gleich der Seitenlinie) und der Bogen 
{2r7t) bekannt. Für die Konstruktion ist es einfacher^ den zugehörigen 
Zentriwinkel nach dem Bogen-Proportionalsatz zu berechnen^ da die Auf- 
biegung des Grundkreisumfangs zum vSektorbogen seine Schwierigkeiten 

hat. Die ßechnuno- ero-ibt für den Zentriwinkel = 360^ • -^ — = 360^ • — 

= 125^ rd.*) Nunmehr beschreibt man um S den Kreisbogen mit s^ trägt 
bei Sl den Winkel 125^ ab und zieht S [1). Den Grundkreis legt man 
irgendwo an^ hier in T.^^) 

Aufgabe 141. Eine Schneckenlinie soll normal projiziert 
werden. 

Analyse: Im Anschluß an Fig. 106 Aufg. 98 ist Fig. 155 vergrößert ent- 
worfen worden^ daher sind folgende Maße gewählt: Xq beliebige Vo "^ l'^; 
^Q = 0^ r = 8^ Ji = 74 mm. Die Schneckenlinie entsteht durch Aufwicklung 
einer Strecke auf die Kegeloberfläche. Wir denken uns daher in dem ab- 
gewickelten Mantel Ägl (1) eine beliebige Strecke 1 V gezogen und 
dann mit dem Mantel um den Kegel (nach hinten) herumgelegt. Um mehrere 
Schneckengänge zu erzeugen^ schneidet man die Seitenstrecke S^ 1' innen 
ab auf S^V und zieht eine neue Strecke parallel der vorigen usf.**) 
Auf diese Weise gewinnt man die kürzeste Verbindung von Kegelpunkten^ 
eine sog. geodätische Linie. Man legt ihre Projektionspunkte fest durch 
eine Schar von Seitenlinien und Parallelkreisen; hier sind acht gezogen. 
Zunächst im abgewickelten Mantel die Seitenlinien S^l, ^9^; ^2^ ^^f- 
Die Parallelkreise durch die Punkte 1^ 2'^ 3' . . . erscheinen im Mantel als 
Bogen (bloß zum Teil gezogen^ nur die Hauptbogen sind vollständig). Um 
nun den Aufriß z. B. von 4' festzulegen^ beachte man^ daß 4' sowohl auf 
der Seitenlinie durch 4' als auch auf dem Parallelkreis (zum Grundkreis) 
durch 4' liegt. Dasselbe gilt für den Grundriß von 4'. Auch hier liegt er 
auf dem Grundrisse S^ 4 der Seitenlinie und dem Grundriß des Parallel- 
kreises. Letzterer ist wegen der Kleinheit der Figur im Grundriß nicht 
gezeichnet. 



*) Die Strecke s braucht hier nicht besonders in wahrer Größe dargestellt 
zu werden; man greift sie aus der Zeichnung heraus. — Solche abgerundete, dem 
Genauigkeitsgrade einer Zeichnung (l — 0,1%) angepaßte Rechnungen führt man 
am besten mit dem log. Rechenstabe aus. 

'••■*) Die Konstruktion kann unendlich mal fortgesetzt werden. 

Müller u. P r e s 1 e r , Proj ektionslelir e . A. 1 1 
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Konstruktion: Nach Festlegung des Kegels nebst Projektion und 
Mantel (der Zentriwinkel berechnet sich zu 36^) zeichnet man das System 
der acht Seitenlinien^ ferner Grund- und Aufriß sowie Mantel. Hierauf zieht 
man im Mantel die Parallelstrecken nebst Parallelbogen und überträgt 
letztere nach dem Aufriß. Durch den Schnitt der Parallelkreisaufrisse 

mit den Seitenlinien-Aufrissen 
wird die Schneckenlinie punkt- 
weise festgelegt. Durch Kon- 
struktion der Parallelkreis-Grund- 
risse (oder auch direkt durch 
Hilfsparallelen) werden die Grund- 
rißpunkte der Schneckenlinien 
erhalten. Der Grundriß erscheint 
als eine Spirale^ die dem Mittel- 
punkte /S^ in unendlich vielen 
Windungen zustrebt. 

Aufgabe 143. Die Normal- 
projektionen einer Kegel- 
loxodrome sind näherungs- 
weise zu zeichnen. 

Analyse: Die Aufgaben 139 
und 141 haben uns eine Anzahl 
doppelt gekrümmter Linien näher 
gebracht^ die in der Naturwissen- 
schaft Bedeutung haben. Bei 
der Schraubenlinie des Zylinders 
ist erkannt worden^ daß sie geo- 
dätische und loxodromische Linie 
zugleich ist^ d. h. daß sie so- 
wohl die Linie der kürzesten 
Entfernung als auch die Linie 
konstanter Richtung ist. Die 
Schneckenlinie des Kegels (Aufg. 
141) ist nur geodätische Linie 
und nicht konstante Richtungslinie^ denn man sieht leicht ein^ daß sie die auf- 
einanderfolgenden Seitenlinien unter y er s chie denen Winkeln schneiden muß. 
Wenn nun hier die Aufgabe gestellt wird^ die Loxodrome des Kegels zu zeich- 
nen^ so muß eine ganz anders geartete Linie auftreten. Betrachtet man den 
abgewickelten Mantel des Kegels (in Fig. 155)^ so erkennt man^ daß die (aus- 
gestreckte) Schneckenlinie der Reihe nach durch kleine Bogenvierecke (sog. 
Rechtecke) geht^ die weder kongruent noch ähnlich sein können. Die 
Schneckenlinie ist nun die Gesamtheit von Diagonalen in diesen Rechtecken. 
Könnten wir es nun so einrichten^ daß die aufeinanderfolgenden kleinen 





Fig. 155. 
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Rechtecke ähnlicli wären^ dann würden die aufeinanderfolgenden kleinen 
Diagonalen dieser Reclitecke die Seitenlinien unter konstantem Winkel 
schneiden können. In Fig. 156 ist der Kegelmantel durch 16 Seitenlinien 
in sog. Meridianstreifen zerlegt. Die Seitenlinie S^ 1 des abgewickelten 
Mantels soll der vordersten Seitenlinie des Kegels entsprechen. Nun ist 
auf S2 i des Mantels ein beliebiges Stück 1 P abgeschnitten ;, das so 
klein ist^ daß die Bogen 12 und P2' annähernd als geradlinig an- 
gesehen werden können. Zieht man ferner die Diagonale 12'^ dann 
durch P die Parallele bis zum Schnitte Q mit S^ 2 und endlich durch 
Q den Parallelbogen um 82^ so entsteht ein zweites sog. Rechteck 
F2' QU, das auf Grund dieser Konstruktion dem Rechteck 122'P 
ähnlich sein muß.*) Dann aber sind auch alle Rechtecke des zweiten 
Parallelstreifens zwischen F{P) und P(P) den Rechtecken des untersten 
Parallelstreifens ähnlich. Greht man so weiter^ zieht man Parallelen wie FiT 
(II PQ) und die zugehörigen Parallelbogen^ so erhält man immer neue 
Parallelstreifen mit Rechtecken^ die den früheren ähnlich sind. Man er- 
sieht^ daß auf diese Weise der ganze Mantel in ein Netz ähnlicher Rechtecke 
zerlegt wird^ daß aber auch diese Rechtecke immer kleiner werden und 
die Konstruktion ins Unendliche fortgesetzt werden kann. Beim Anlegen 
des Lineals bemerkt man bei drei Folgepunkten kaum eine Abweichung 
von der geraden Linie; bei vier und mehr erkennt man^ wie die Diagonal- 
linien allmählich abbiegen und unter konstantem Winkel dem Punkte 
^2 bis ins Unendliche zustreben. 

Konstruktion: Man entwerfe Grund- und Aufriß eines Kegels 
{Xq beliebig; y^ = 31^ ^^ =- 0^ r = 21^ li = 53 mm); sowie den Mantel (der 
Zentriwinkel berechnet sich zu 134^ rd.). Man schneidet nun eine beliebige 
kleine Strecke 1 P ab und zieht den Parallelbogen P(P)'-) legt dann durch 
P die Parallele zu 12' bis Q^ zieht wiederum den Parallelbogen BQ(B) 
und fährt so lange fort; als die Linien noch scharf von einander zu 
trennen sind. Hierauf führt man durch die Diagonalpunkte 1; 2\ 3' . . . 
die gesuchte LoxodromC; die nun noch in Grund- und Aufriß darzu- 
stellen ist. Das geschieht einfach dadurch; daß man auch in Grund- und 
Aufriß die beiden Scharen von Seitenlinien (Meridianen) und Parallelen 
darstellt; eine Arbeit; die unmittelbar aus Fig. 156 ersichtlich ist. Durch 
die parallele Projektion wird die Ähnlichkeit der Vierecke nicht gestört; 
und man erhält auch in Grund- und Aufriß Linien; die an die Loxodrome 
erinnern. Der Grundriß im besonderen hat die Gestalt einer SpiralC; die 
/S\ zustrebt. — Ohne Zweifel lassen sich auf dem Mantel noch andere 
Loxodromen ziehen. Man kann z. B. von 2 aus nach U hin den Diagonal- 
weg verfolgen; ebenso von 3; 4 usf.; nicht minder von P über Q oder 



*) Es besteht aus Dreiecken mit gleichen Winkeln, also aus ähnlichen 
Stücken. 
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Fiff. 156. 



von H über T hinaus. Hierdurch entsteht eine ganze Schar von rechte 
gewundenen Loxodromen. Indessen tritt noch eine zweite Schar auf 
wenn man z. B. von 2 über P^ oder von 3 über 2' nach H, oder von (1\ 
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(am Ende des Mantels) quer dnrcli das ganze Feld der ähnlichen Recht- 
ecke hindurchgeht. Diese Schar heißt die links gewundene. Man kann von 
beiden Scharen sagen^ daß sie auch konstante Neigung zu einander haben. 

Denken wir uns die Erdoberfläche kegelförmige so müßte ein Schiff, 
wenn es von 1 aus auf kürzestem Wege nach 5' gelangen wollte ^ die 
Schneckenlinie yon 1 nach 5' durchfahren; man müßte also im Mantel die 
Gerade 15' ziehen und sie als Schneckenlinie auf den Kegel wickeln. 
Will das Schiff aber unter gleichem Winkel^ d. h. in demselben Kurse 
fahren^ so müßte es der Loxodrome folgen. 

Man liebt es nun^ das Rechtecksnetz des Mantels zu einem sog. 
Quadratnetz zu vereinfachen und verfährt hierbei in folgender Weise. In 
Fig. 156 ist nebenbei der Meridianstreifen S12 gezeichnet. Man kon- 
struiert hierzu den Innenkreis ^ dessen Mittelpunkt durch die Winkel- 
halbierenden bei 1 und 2 festgelegt ist."^) In diesem Kreis beschreibt 
man den Berührungsbogen LM und erhält so ein Viereck^ das man als 
konisches Quadrat auffaßt. Die Parallele durch L zu 1 M bis N mit 
dem nächsten Parallelbogen ergibt bei fortgesetzter Teilung das gesuchte 
Quadratnetz^ das leicht auf alle Meridian- und Parallelstreifen des Mantels 
ausgedehnt werden kann.^^) Die beiden Scharen rechts- und links-gewun- 
dener Loxodromen stehen hier aufeinander senkrecht. 

Das Problem der geodätischen und loxodromischen Linien ist von 
besonderer Bedeutung für die Kugel^ zu der wir uns nunmehr wenden. 

Aufgabe 143. Die ISTormalprojektion einer Kugel ist zu 
konstruieren. 

Analyse: Von einer Kugel sind die Mittelpunktskoordinaten gegeben: 
Xq = 25] ^0 = 23; 0Q = 24: mm und der Halbmesser r == 17 mm (Fig. 157). 
Die drei Normalprojektionen sind ohne Zweifel Kreise mit dem Halb- 
messer r^ deren Mittelpunkte als Normalprojektionen zum Punkte 31 
gehören. Da letztere durch die Koordinaten festgelegt sind^ so sind auch 
die Normalprojektionen der Kugel bestimmt. 

Konstruktion: Man lege M^^ M^j M^ durch die Koordinaten und das 
Projektionsdiagramm fest und beschreibe um diese drei Punkte Kreise 
mit r als Halbmesser. 

Um abgesehen von M^ ^ M^ , M^ noch andere zugeordnete Punkte zu 
haben^ zieht man durch ilf^ ^ iüf g ; ^^3 die Parallelen zu den Achsen. Hier- 
durch erhält man in A^, JB^, C-^^ D-^ die Grundrisse von vier sog. Aquator- 
punkten^ deren Aufrisse J.2; B^^ C'2^^2 ^^^ deren Profile JLg ^ S3 ^ Cg^Dg sind. 
Entsprechend sind A^^^ S^ bez. A^,; S^ usf. die Projektionen der Pole. Wählt man 
nun einen beliebigen Punkt P auf dem Äquator^ dessen Grundriß P^ ist^ 
so lassen sich die zugeordneten Projektionen Pg imd P3 durch das Pro- 



*) Bei sehr kleinen Streckenverhältnissen; bei größerem Maßstabe benutzt 
man zur Festlegung von die Tangente in der Mitte von 1 2. 
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jektionsdiagramm finden. Wenn man ferner einen beliebigen Punkt Q (Qi) 
auf einem der Hauptmeridiane markiert^ dann verfährt man ebenso und 
bemerkt^ daß Q^ unter Vermittelung des Profils Q^ gefunden werden 
kann. Ein Punkt R{Bi) auf dem anderen Hauptmeridian hat seinen Auf- 
riß auf der Hilfsparallelen 
nach OX und sein Profil auf 
der Hilfsparallelen nach OY. 
— Wie findet man zu einem 
ganz beliebigen Grundriß U^ 
die zugeordneten Projek- 
tionen? 

Durcb passende Drehungen 
werden die angenommenen 
Meridiane und der Äquator 
in schiefe Lage zu den Bild- 
ebenen gebracht werden kön- 
nen^ sodaß die Projektionen 
leicht konstruierbar sind 
(Übungsaufgaben 17 — 19). — 
Von einer Netzkonstruktion 
kann hier nickt die Rede sein^ 
da die Kugelfläcbe nicht ab- 
Fig. 157. wickelbar ist.^'') 




Aufgabe 144. Das Netz einer orthographischen Äquatorial- 
und Polarkarte soll konstruiert werden (Maßstab 1:300 Millionen). 

Analyse: Wir bescbränken uns auf das Netz einer Halbkugel und 
wählen auch hier nur die Meridiane und Parallelkreise in einem Bogen- 
abstand von 22^^. Die Halbkugel stehe auf der Grrundebene. Der 
Grundriß (Fig. 158 a) ist ein Kreis mit dem leicht zu fixierenden Mittel- 
punkte Oi(N^)^ der Aufriß ein Halbkreis mit dem Mittelpunkte Og und 
dem Scheitel A^g^ die beide durch Hilfsparallelen und den Kugelbalbmesser 
zu bestimmen sind. Am einfacbsten ist jetzt die Festlegung der Meridian- 
grundrisse^ da sie strahlenförmig durcb N^ laufen und den Grrundkreis in 
16 gleiche Teile zerlegen. Die Darstellung der Parallelkreise im Aufrisse 
ist ebenfalls leicbt^ denn sie erscbeinen als horizontale Strecken^ welche 
den Kreis quadranten N^A^ (^^2-^2) vierteln. Man bestimmt sodann am besten 
die Grundrisse dieser Parallelkreise ^ die ofi'enbar wiederum als Kreise 
erscbeinen müssen. Ihr Halbmesser wird dadurch abgegrenzt^ daß man von 
C2; 1)2 usf. die Hilfsparallelen nach OX benutzt^ wodurch die Grundriß- 
punkte (7^^ D^ usf. festgelegt sind. Die Aufrisse der Meridiane sind 
Ellipsen^ die man am einfachsten punktweise festlegt. Faßt man z. B. die 
Punkte i^; -F; G^ H usf. eines Meridians ins Auge^ so liegen deren Grund- 
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risse E^^F-^^ (r^ usf. bereits fest als Schnitte zwisclien Meridianen und Parallel- 
kreisen; ihre Aufrisse befinden sich auf den entsprechenden Aufriß strecken 
der Parallelkreise. F^ z. B. wird bestimmt durch Cg-ÄTg ^^^^ ^^^ Hilfs- 
parallele durch F^ nach OX. Ebenso werden G^y H^ und die Aufrißpunkte 
der übrigen Meridiane bestimmt. 

Konstruktion: Man lege 0^ und 0^ durch die Mittelpunktskoordi- 
nate y^ = 26 mm bei beliebigem x^ fest und beschreibe mit r = 20 mm 
den Grundkreis bez. den Aufriß -Halbkreis. Dann teilt man den Grrundkreis 





in 4 mal vier gleiche Sektoren und den Aufrißhalbkreis in 2 mal vier gleiche 
Bogen A^C,2^ C^F)^ usf. Durch C^^ Z), ••• zieht man die Horizontalen bis 
K.2 usf. Hierauf zieht man von C^, D^, K^ ... die Hilfsparallelen nach 
OX bis zum Schnitte C-^, D^^ K^ ... mit A^JB^ und beschreibt um 0^ die 
Grundrisse der Parallelkreise. Endlich legt man durch die Kreuzungs- 
punkte F-^y G^^ H^ ... der Meridiane mit den Parallelkreisen die vertikalen 
Hilfsparallelen bis F^^ G^j H^...midi verbindet die letzteren durch stetig 
gekrümmte Linien. 

In die entstandenen Kartennetze (Grund- oder Aufriß) werden nun 
die Punkte der Erdoberfläche nach Maßgabe ihrer geographischen Länge 
und Breite eingetragen.^^) Beide Netze stellen die Projektion von sphä- 
rischen Rechtecken dar^ die man zuweilen auch als sphärische Quadrate 
auffaßt. Bei genauen Kartenentwürfen werden die Meridiane und Parallelen 
nach Graden abgestuft^ deren Bruchteile (Minuten) häufig noch zur Kon- 



Hosted by 



Google 



168 n. Abschnitt. Senkrechte Parallelprojektion. 

struktion herangezogen werden. Das Grunclrißnetz^ die sog. orthographische 
Polarkarte; wird nicht selten angewandt^ um Polargegenden darzustellen^ 
denn die Gegenden in der Nähe der Kartenmitte werden ziemlich genau in 
natürlichen Verhältnissen abgebildet. Das Aufrißnetz^ die sog. ortho- 
graphische Äquatorialkarte^ dient durchweg zur Herstellung von 
Mondkarten^ da der Mond wegen seiner großen Entfernung in dieser Pro- 
jektionsart erscheinen muß. Auch ein gewöhnlicher Erdglobus wird uns 
aus weiter Ferne in orthographischer Projektion erscheinen (vergl. die 
klino graphische Projektion in § 9^ Aufg. 88. 

In Fig. 158b ist im Grundriß das Festland der nördlichen Halbkugel^ 
im Aufriß der nördliche Teil des atlantischen Ozeans nebst Grenzgebieten 
eingetragen. Hierzu Übungsaufgaben 20 und 21. 

Aufgabe 145. Man soll das Kartennetz einer orthographi- 
schen Horizontalprojektion bez. Vertikalprojektion entwerfen 
(Maßstab: 1 : 200 Millionen). 

Analyse: In der Yorigen Aufgabe hatte man im Grundriß eine sog. 
Polarprojektion^ weil die Projektions strahlen der Polarachse parallel liefen^, 
während der Aufriß eine Aquatorialprojektion darbot^ denn die Projektions- 
strahlen waren einer Aquatorialachse (PQ) parallel. Wenn nun die Pro- 
jektionsstrahlen einer beliebigen Erdachse parallel laufen sollen^ dann 
spricht man von Vertikal- bez. Horizontalkartennetz^ jenachdem der 
Grund- oder Aufriß des betr. Kartennetzes benutzt wird. Wir wollen hier 
(Fig. 159 b) für die Vertikalkarte die Projektions strahlen parallel einer Achse 
benutzen^ die durch einen Punkt Ä der Erdoberfläche mit 45^ Nordbreite und 
270^ Ostlänge geht. (Ein Punkt an den großen Seen Nordamerikas.) Man 
hat dann der Erdkugel (hier wird die Vollkugel benutzt) eine solche Lage 
zu geben^ daß Ä am höchsten über der Grundebene liegt. Hierzu benutzen 
wir die Methode der Drehung und denken uns zuerst die Erdkugel in 
einfachster Lage (Fig. 159 a) nach Art der vorigen Aufgabe projiziert^ 
sodaß die Aquatorialachse 270^ — 90^ parallel OX liegt. Dann erteilen wir 
der Kugel eine Drehung um die Aquatorialachse 0^ — 180^ um 45^^ sodaß 
im neuen Aufriß (Fig. 159 b) der Punkt Ä^ am höchsten erscheint. Der 
neue Aufriß ist dem alten kongruent und braucht nur übertragen zu werden^ 
während der neue Grundriß durch die Verschiebungslinien nach rechts 
und die Hilfsparallelen aus dem Aufriß gewonnen wird. Dieser Grundriß 
ist das gesuchte Vertikalnetz^ während der Aufriß das Horizontalnetz 
darstellt^ denn im ersten Falle laufen die Projektions strahlen mit der 
Vertikalachse Ä 0, im zweiten Falle mit einer Achse des Erdhorizonts 
parallel. Die Mitte des Vertikalkartenbildes ist A, die Mitte der Hori- 
zontalbilder nach wie vor der Nullpunkt des Äquators.*) 

*) Durch eine weitere Drehung könnte auch dieser Nullpunkt im Aufriß 
zur Seite geschoben und ein anderer Punkt der Erdoberfläche in die Mitte des 
Kartenbildes gebracht werden. 
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Konstruktion: Bei beliebigem ^Tq legt man 0^ und 0^ in Fig. 159 a (ver- 
kleinert) fest für ^Q = ^^ = 37 mm und konstruiert für r = 30 mm nach Art der 
vorigen Aufgabe das Gradnetz^ indem man 270^ — 90^ parallel OX legt. 
Hier ist nur nach 30^ abgestuft. Dann markiert man Ä^ auf 210^ — N^. 




(a) 



Fi^. 159. 



für q) = 4:0^ und zieht durch A^ die Hilfsparallele bis zum Schnitte ^^ 
mit 270^ — 90^ im Grundriß. Wir verlegen nun den Aufriß um eine beliebige 
Strecke nach rechts und drehen ihn um 45^. Hierauf werden vom Grund- 
riß aus die Verschiebungslinien nach rechts und vom Aufriß die vertikalen 
Hilfsparallelen gezogen. Man erhält so im Grundriß lauter Ellipsen mit Aus- 
nahme des Meridians 270^ — ^i ~ ^i ~~ 90^^ der aus naheliegenden Gründen 



Hosted by 



Google 



170 



IL Abschnitt. Senkrechte Parallelprojektion. 






geradlinig bleibt. Im Aufriß (dem sog. Horizontalnetz) bleiben alle Parallel- 
kreise geradlinig.*) 

Derartige Kartenentwürfe ^^) können benutzt werden^ um größere Erd- 



'""•'-) Bei einer weiteren Drehung (um die Yertikalachse) würde man auch 
im Aufriß durchgängig Ellipsen erhalten. 
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fläclien von besonderer Eigenart zu überblicken^ etwa die Halb kugeln 
mit der größten Land- oder Wasserniasse. Man hat nur vorher die Mitte 
(den Scheitel) dieser Halbkugel zu bestimmen und die entsprechende 
Stellung nach Fig. 159 a und Drehung nach Fig. 159 b vorzunehmen. In 
Fig. 159 c ist wiederum im Grundriß das Festland der nördlichen Halb- 
kugel eingetragen und im Aufriß der atlantische Ozean mit Grenzgebieten. 
Die Fig. 159 d zeigt im Aufriß natürlich keine Veränderung^ dafür im 
Grundriß den vollen Blick auf Nordamerika und die angrenzende Xord- 
polarwelt. Die bedeutende Verzerrung an den Rändern des Kartenbildes 
ist überall auffallend. tJbungsauf gaben 22 — 24. 

Aufgabe 146. Die Normalprojektionen einer Loxodrome 
der Erdkugel sind näherungsweise zu zeichnen (Maßstab: 1:300 
Millionen). 

Analyse: Die Betrachtung der Kegelloxodrome (Aufgabe 142^ Fig. 156) 
hat uns auf gewisse doppelt gekrümmte Linien aufmerksam gemacht^ die 
die Meridiane (Seitenlinien) des Kegels unter konstantem Winkel schneiden. 
Wir können nun hier bei der Kugel eine ähnliche Frage aufwerfen. Legen 
wir durch den vordersten Punkt E der Kugel in Fig. 160 einen Großkreis 
etw^a unter 45^ Neigung nach rechts oben*)^ dann sieht man sofort ein^ daß 
er keine Loxodrome sein kann^ denn er schneidet jeden folgenden Meridian 
unter steilerem Winkel als den vorhergehenden und den Randmeridian 
NO^ sogar unter einem rechten (sein Aufriß ist die Gerade i^2 45^; 
sein Grundriß eine Ellipse £'^45^^ hier nicht gezeichnet). Man könnte 
ferner eine stetig gekrümmte Linie diagonal durch das gemeine geogra- 
phische Gradnetz legen, wie es in Fig. 160a entsprechend Fig. 160 im 
Oktanten dargestellt ist. Auch die Hauptfigur 160 enthält dieses Netz^ nur 
sind die oberen Parallelen (in Projektion) gestrichelt. Denken wir uns nun 
die Bogenrechtecke in Fig. 160 a recht klein (Grad- oder Minutenteilung); 
so ist klar^ daß die Diagonalen E 1^ 1 2^ 2 3 die betreffenden Meridiane 
nicht unter konstantem Winkel schneiden können^ denn die betr. Recht- 
ecke sind weder kongruent noch ähnlich. ^^) Zwar bleiben die Meridian- 
teile konstant gleich einem ilquatorteil^ aber die Parallelteile nehmen fort- 
während ab; sodaß ein solcher Teil in der Breite 9 nicht gleich m (Aquator- 
teil); sondern bekanntlich gleich m • cos cp ist. Wir müssen daher darauf aus- 
geheU; die Oberfläche der Kugel in ein System ähnlicher Rechtecke zu zer- 
legeU; um dann nach Art der Kegelloxodrome die gesuchte Linie punktweise 
zu bestimmen. Beim Kegel bot hierzu der abgewickelte Kegelmantel ein 
einfaches Konstruktionsfeld dar. Da aber die Kugelfläche nicht abwickelbar 
ist; so müssen wir einen Weg betreten; der bereits durch die Be- 

*) Man denke sich den Aufriß der Kugel zunächst als Schrägbild und 
knüpfe die Betrachtung an dieses Bild, weshalb die Buchstaben im Text vorläufig 
keinen Index erhalten. 
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trachtung am Kegel Yorbereitet ist. Man legt in Hauptfigur 160 einen 
beliebigen Parallelkreis recht nahe am Äquator*) durch P und denkt 
sich den Berührungskegel konstruiert. Hierzu zieht man durch P die 





HG 



*) Der Parallel ist hier in der Figur noch ziemlich weit vom Äquator 
entfernt, um die Figur nicht undeutlich zu machen. In der Ausführung ist 
die Figur in dreifacher Größe auszuführen, außerdem bedarf es einer Abstufung 
mindestens von 10^ zu 10^. Daß hier P einer Breite von 22,5^ entspricht, 
ist e^anz nebensächlich. 



Hosted by 



Google 



§ 15. Normalbilder von krummfiächigen Körpern. 173 

Tangente an den betr. Meridian bis zum Sclinitte M mit der Erdachse ON. 
Durch Drehung der Tangentenstrecke MP um MO erhält man den 
Berührungskegel. Hierauf legt man durch M und den Äquator eine 
Kegelfläche^ die nun nicht die Kugel berührt^ sondern in einem Parallel- 
kreise bei B durchdringt. Man bemerkt bereits^ daß Bogen PR kleiner 
als ÄP sein wird. Nunmehr sind durch die genannten Kegelflächen 
bereits zwei Parallelstreifen bei ÄP und PB auf der Nordhalbkugel ab- 
geschnitten. Hierauf legt man symmetrisch zu dem Parallel bei P einen 
anderen auf der Südhälfte durch Q und denkt sich durch ihn und ilf einen 
dritten Kegel gelegt^ der die Südhemisphäre in diesem Parallel^ die Nord- 
hemisphäre in einem anderen Parallel bei U durchdringt. 

Durch symmetrische Übertragung yon B und ?7nach der Südhälfte erhält 
man noch Parallelkreise bei T und V^ durch deren Vermittlung man neue 
Parallelen auf der Nordhälfte erzeugen kann usf. Man sieht^ daß dieser Teilungs- 
YorganQ: sich ins Unendliche fortsetzen läßt. Zerschneidet man nun die er- 
haltenen sehr schmalen Parallelstreifen durch Meridiane so in Bogenrechtecke^ 
daß die Seiten als geradlinig angenommen werden können^ dann läßt sich 
zeigen^ daß diese Rechtecke ähnlich sind. Zu dem Zwecke greifen wir 
zwei zugeordnete Rechtecke CDFG und C'D'F'G' heraus^ von denen 
ersteres am Äquator liegen soll (Fig 160b). '^) Beide werden durch homo- 
loge Linien BF und D' F' in Dreiecke zerlegt ;, deren Ähnlichkeit leicht 
eingesehen werden kann^ denn die Dreieckswinkel z. B. bei C und C, D 
und D'^ F und F' sind gleich. Da nun die Rechtecke aus homolog 
liegenden ähnlichen Dreiecken bestehen^ so sind sie selbst ähnlich. Das 
Rechteck CDFG ist nun wegen der Symmetrie auch dem darüb erliegenden 
Äquatorialrechteck CD KL kongruent, also muß auch dies dem oberen 
ähnlich sein. Weiterhin läßt sich die Ähnlichkeit der Rechtecke CDKL 
und KLC'D' genau so erweisen ;, wie es für die ersten Rechtecke ge- 
schah. Fährt man nun so fort^ dann erkennt man die Ähnlichkeit 
aller Rechtecke desselben Meridianstreifens^ somit auch in allen Meridian- 
streifen. Legt man daher durch die so gewonnenen Rechtecke die Diago- 
nalen in zusammenhängendem Zug^ so ergibt sich eine Loxodrome. Jenach- 
dem wir die kleinen Äquatorial- und Meridianseiten der Rechtecke wählen^ 
erhalten wir Loxodromen yon verschiedener Steigung. 

Konstruktion: In Fig. 160 hat man Grund- und Aufriß der Vollkugel 
genau in den Maßen der Fig. 158 gezeichnet. Der Einfachheit halber sind 
die Äquatorial- und Meridianteile gleich gewählt worden^ damit eine 
Zerlegung in sog. Quadrate zum Vorschein kommen soll. Wenn in der 
Figur die Abstufung etwas groß in ^ des Vollkreises angenommen ist^ so 
geschieht es nur^ um die Einzelheiten der Zeichnung klar zur Erscheinung 
zu bringen. — Man schneidet zuerst von Ä^ ab -/g des Kreisumfangs (= 



*) Die betr. Eeclitecke sind in Haupt- und Nebenfigur schraffiert. 
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22^5^) bis Pg^ zieht die Parallele zu OX und die Tangente durcli P2 bis 
zum Schnitte M mit O^N^: Ferner zieht man MA^ bis zum Schnitte 14 
mit der Meridianprojektion A^N^ und überträgt Pg und 11^ auf die Süd- 
hälfte nach (>2 ^^^^ ^2- ^i^ Strahlen MQ^ und ik/^Pg ei'^^^ engen f/2(F2) 
usf Je näher man den Polen kommt^ desto kleiner und unklarer werden 
die Quadrate und ihre Projektionen. Sehr deutlich zeigt die Zeichnung^ 
wie bereits der zweite Parallel (durch Pg) hinter dem (gestrichelten) Parallel 
Yon 45^ zurückbleibt. Die Übertragung der Aufrißpunkte in den Grundriß 
durch Hilfsparallelen geschieht wie gewöhnlich. Legt man nunmehr durch 
P2 (^1) die Diagonallinien durch die im Eck aneinanderstoßenden Quadrate, 
so erhält man zwei Loxodromen^ jenachdem man links oder rechts auf- 
steigt (hier ist nur die rechte gezeichnet). Beide haben wegen der Quadrat- 
einteilung Steigungen von 45^. 

Nähme man zwei Quadrate zusammen^ so würde man bei der fort- 
gesetzten Ähnlichkeit dieser zusammengesetzten Figuren auch Loxodromen^ 
aber für geringeren Steigungswinkel erhalten. Ebenso würde man bei der 
Teilung der Quadrate in kleinere Rechtecke Loxodromen yon größerem 
Steigungswinkel erhalten. Man kann somit durch passende Teilung der 
loxodromischen Parallelstreifen Linien yon den yerschiedensten Steigungen 
erhalten und ersieht auch leicht^ daß nicht nur durch sämtliche Punkte 
A, By Cy P usf. Loxodromen möglich sind^ sondern auch noch eine ganze 
Schar links aufsteigender Linien festgelegt werden kann. 

Die angegebene Konstruktionsmethode macht es möglich^ aus Fig. 160 
zwei Karten in großer und genauer Ausführung herzustellen^ die der loxodro- 
mischen Schiffahrt dienen könnten. Die Grundrißkarte (Polarkarte) würde 
dem Polarfahrer^ die Aufrißkarte (Aquatorialkarte) den übrigen Seefahrern 
genügen. Bekanntlich bevorzugen die Schiffe die loxodro mische Fahrt^wenn 
sie auch nicht die kürzeste ist; sie brauchen nämlich nur mit Hilfe des Kom- 
passes^ dessen Nadel die Meridianrichtung*) repräsentiert^ das Schiff in kon- 
stantem Kurs zu halten. Kur bei sehr weiten Reisen wählt man als Weg 
den Großkreis als kürzeste (geodätische) Linie. Will man nun von einem 
beliebigen Punkte nach einem anderen fahren^ so hat man nach dem 
Vorhergehenden nur nötige durch diese beiden Punkte auf der Karte die 
Loxodrome zu legen (auf Grund der loxodromischen Einteilung in Recht- 
ecke bez. Quadrate) und den Steigungswinkel derselben zu messen. Dann 
richtet man die Schiffs-Achse so^ daß der Kompaß den Steigungswinkel als 
Kurswinkel zeigt. Natürlich müßten die betr. loxodromischen Karten außer 
dem loxodromischen Kartennetz auch das gemeine geographische (gewöhn- 
lich von Grad zu Grad mit Minutenteilung) enthalten. 

Dies Verfahren hat aber seine besonderen Schwierigkeiten. Abgesehen 
davon ^ daß es durchaus nicht einfach ist^ eine Loxodrome durch zwei 



Unter Berücksichtigung der Mißweisung (Deklination). 
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beliebige Punkte zu legen^ stößt die Konstruktion nocb wegen der un- 
genauen (punktweisen) Darstellung einer krummen Linie auf große Hinder- 
nisse. Der Seefahrer verlangt^ daß er seine Fahrt möglichst in geraden 
Linien oder in Kreisen (also mit Lineal und Zirkel) aufzeichnen kann^ und hat 
schon Yon alters her die größten Anstrengungen gemacht^ um dies Ziel 
zu erreichen. Die folgende Aufgabe wird Aufklärung über diese Bestre- 
bungen bringen. Es wird sich dabei zeigen^ daß die von den Schiffern 
gestellte Aufgabe nicht durch eine Projektion im geometrischen Sinne zu 
lösen ist. (Übungsaufgaben 25^ 26.) 

Aufgabe 147. Man soll eine Merkatorkarte näherungsweise 
entwerfen. 

Analyse: Die Merkatorkarte ist zwar keine Projektion in unserem. 
Sinne^ hängt aber aufs innigste mit der Betrachtung der Kugelloxodromen 
überein. Wir wollen sie daher näh erungs weise entwerfen^ um den Unter- 
schied einer echten Projektion (z. B. klino graphischen oder orthographischen) 
Yon einer Scheinprojektion kennen zu lernen.^^) — Bei der Kegelloxodrome 
konnten wir leicht das ähnliche Rechtecksnetz (Quadratnetz) von dem abge- 
wickelten Mantel auf den Kegel und umgekehrt übertragen. Diese Um- 
kehrung der Aufgabe für die Kugel^ nämlich die Übertragung des ähn- 
lichen Rechtecksnetzes in die Ebene ohne jegliche Projektion (auch der 
normalen) erscheint unmöglich. In früherer Zeit hat man sich in folgender 
Weise zu helfen gesucht. Die alten Kartographen reihten z. B. die Recht- 
ecke (Quadrate) des gemeinen geographischen Gradnetzes als ebene kon- 
gruente Quadrate nebeneinander^ ohne weiter nach der geometrischen Zu- 
lässigkeit zu fragen. Die Fig. 161 zeigt ein Kärtchen dieser Art im Maßstab 
1 : 180 Million^ das von 10^ zu 10^ abgestuft ist. In das quadratische 
Kartennetz sind die Küsten des mittleren atlantischen Ozeans auf Grund 
von Länge und Breite eingetragen. Derartige Karten nennt man quadra- 
tische Plattkarten. Wollte man nun den Kurs der loxodromischen 
Fahrt z. B. von der Mündung des Amazonenstroms nach Lissabon finden^ 
so zog man auf der Karte die Gerade ÄL^ maß den Winkel OAL (hier 
zufällig 45^) und stellte das Schiff vermittelst des Kompasses in diesen Kurs 
ein. Die alten Seefahrer hielten also diese Gerade für das ebene Bild der Loxo- 
prome. Wir wissen bereits aus der vorigen Aufgabe^ daß diese ^^ Grad-Diago- 
nale^^ auf der Kugel selbst niemals Loxodrome sein kann. In der Tat bemerkten 
die Seeleute mit der Zeit^ daß der von dieser Karte abgenommene Kurs nicht 
genau zum beabsichtigten Ankunftspunkte führte^ und bemühten sich lange 
Zeit den Fehler der Plattkarten zu finden. Erst Merkator entdeckte die 
Quelle des Fehlers. Wenn man nämlich Fig. 161 näher betrachtet^ so findet 
man sofort^ daß das loxodromische Netz nicht übereinstimmt mit dem ge- 
meinen geographischen I^etz. Die Maschen des loxodromischen Netzes werden 
immer kleiner^ zuletzt unendlich klein^ die Maschen des geographischen Netzes 
liegen zwischen jenen^ wie die punktierten Linien zeigen. Will man aber 
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das loxo dro Ulis ehe ^STetz rechteckig (oder quadratisch) abbilden^ dann darf 
das geographische Netz nicht damit zusammenfallen^ wie in Figur 161^ 
sondern muß nach Festlegung des loxodromischen Netzes genau ein- 
geschaltet werden nach Maßgabe folgender Erwägung. Wir nehmen uns 
z. B. vor^ das loxodromische Netz quadratisch abzubilden und zwar so^ daß 
über der Reihe der Quadrate am Äquator eine kongruente Reihe ent- 
sprechender Quadrate folgt^ die dem zweiten loxodromischen Parallel- 
streifen entsprechen soll usf. Wir adoptieren also die Plattkarte der 
Fig. 161^ aber nur für die loxodromische Teilung und nicht für die 
geographische^ welch letztere nicht mit jener zusammenfallen darf. Durch 
diese kongruente quadratische Abbildung der ähnlichen loxodromischen 
Quadrate erreicht man nun^ daß die Loxodromen des Globus in 





310 320 330 3^0 350 360 



Fi^. 161. 



Fi^. 162. 



der Ebene geradlinig abgebildet werden^ was allein für den See- 
fahrer praktisch ist. Denn die Diagonalen dieser kongruenten Quadrate 
fallen in eine gerade Linie ^ während sie auf dem Grlobus eine stetig ge- 
krümmte Linie bilden. Aber auch jede andere auf dem ebenen Blatt 
gezogene Gerade entspricht einer Loxodrome der Kugel^ denn man kann 
sofort das ebene Quadratfeld in passende kongruente Rechtecke zerlegen^ 
denen ähnliche Rechtecke des Globus entsprechen. Es fragt sich nun^ 
wie das geographische Netz eingeschaltet wird. 

Nehmen wir der Einfachheit halber an^ der Parallel Yon 10^ N in 
Fig. 161 sei der erste des loxodromischen Netzes und AB CD sei ein 
Quadrat^ d.h. die Meridiane seien ebenfalls auf 10^ abgestuft^ dann werden 
in dem untersten Parallelstreifen zwischen Äquator und Parallel 10^ die 
loxodromischen Quadrate noch annähernd mit den geographischen über- 
einstimmen. Sollen nun die Quadrate des folgenden Parallelstreifens (mit 
BCEF) die Abbildungen der loxodromischen Quadrate sein^ so kann der 
geographische Parallel 20^ unmöglich mehr in EF liegen^ sondern muß 
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in der Karte weiter yom Äquator abrücken und statt des Quadrates 
jBGEF muß ein Rechteck eintreten, dessen Basis allerdings BC bleiben 
muß, damit die stets geforderte Übereinstimmung der Meridiane gewahrt 
bleibt. Nun nimmt aber EF = BC in Wirklichkeit (auf dem Globus) 
ab nach Maßgabe des Cosinus der geographischen Breite (p. In 
der Karte soll aber die Breite BC = EF vergrößert erscheinen = m, 
wenn der Äquatorialgrad die Länge m hat. Wenn nun die geographische 
Netzmasche dem Original wenigstens ähnlich erhalten bleiben soll, so muß zur 
vergrößerten Länge m eine entsprechende Breitenvergrößerung kommen, 
oder mit anderen Worten die Breite BX^ muß in demselben Maße 
(m : cos 9p) vergrößert werden, als die Länge EF = BC gegen die Wirk- 
lichkeit zu groß genommen ist.^^) 

Konstruktion: Wir wollen nunmehr den in Fig. 161 als verkehrt 
erkannten loxodromischen Kartenentwurf in den richtigen verwandeln. 
Zunächst nehmen wir (Fig. 162) wie vorher die Länge eines Äquatorstücks 
von 10^ zu 6 mm an und multiplizieren diese 6 mm der Reihe nach mit 

— T-, ■ — — -, — — - usf. und erhalten folö'ende Strecken: 
coslO^ cos 20^ cos 30 ^ 

6; &ß', 6,5; 6,9; 8,6 mm usf.*) 

Wir tragen nun auf dem geradlinigen Äquator gleiche Strecken von 6 mm 
ab und errichten in den Teilpunkten Lote zum Äquator, die die Meridiane 
darstellen sollen. Auf einem dieser Meridiane (etwa dem 310.) schneiden 

wir obiffe Längen der mit multiplizierten Strecken ab, ziehen die Pa- 

rallelen und erhalten so das geographische Gradnetz, über dem wir uns 
das loxodromische Netz nach Art der Fig. 161 schwebend denken können. 
In Fig. 162 ist nun noch das Festand eingetragen, sodaß man durch Ver- 
gleich die Unterschiede wahrnehmen kann. Überträgt man den aus der 
falschen Karte Fig. 161 entnommenen Kurswinkel (45^) auf die richtige, 
so erkennt man, wie die Kurslinie südlich von Lissabon vorbeiläuft *'^), 
während der richtige Kurswinkel 48^ beträgt. Übungsaufgaben 27 — 30. 

Die Merkatorkarte wird nicht nur von Seefahrern angewandt, sondern 
auch als Übersichtskarte für botanische, zoologische und physikalische 
Zwecke (Magnetismus, Meteorologie) benutzt, also überall da, wo wegen der 
Ähnlichkeit der kleinen Rechtecke die Winkeltreue die Hauptrolle spielt 
und die Verzerrung der Umrisse und Flächen keine Störung bewirkt. 

Will der Seefahrer im größten Kreise (der geodätischen Linie) fahren, 
was bei großen Seereisen wichtig ist, so wird diese Linie vorher in die 



*) Diese Werte sind hinreichende Näherungswerte für die Konstruktion. 
Vergl. die genaueren in Anna. 92, die sich nicht auf Teile, sondern auf die 
ganzen Strecken vom Äquator ab beziehen. 
**) Yergl. auch Figur zu Anm. 92. 

Müller u. Presler, Projektionslehre. A. 12 
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Merkatorkarte eingetragen (natürlicli als gebrochene Linie) und der Kurs 
stückweise bestimmt^ oder es wird ein anderer Kartenentwurf benutzt. 

Ülbllilgsailfgalben. 1. Konstruiere die Normalprojektionen von ge- 
raden Kreiszylindern in v er scliie denen Hauptlagen der Achse: a) vertikal^ 
b) brachial^ c) orthogonal. Bringe den Körper in allgemeinere Lagen 
und wickle ab. 

2. Dieselben Konstruktionen für schiefe Kreiszylinder in einfachster 
Lage.*) 

3. Wie Aufgabe 2^ für gerade und schiefe elliptische Zylinder. 

4. Konstruiere Schraubenlinien in den verschiedenen Hauptlagen des 
Zylinders (vergl. Fig. 153) und in mehreren Gängen (Netzfigur). 

5. Zeichne eine einzige Schraubenfläche für die Maße der Fig. 153 für 
den Fall^ daß die Spindel sehr schmal wird. 

6. Projiziere gerade Kreiskegel für die Hauptlagen der Achse wie bei 
Übungsaufgabe 1 und bringe die Körper in allgemeinere Lagen (Ab- 
wickelung). 

7. Dieselben Konstruktionen wie bei 6 in einfachsten Lagen für 
schiefe Kreiskegel und elliptische Kegel. 

8. Projiziere einen Kegelstumpf in engem Anschluß an Fig. 
151 und wickle ihn ab. 

9. Vollende die Projektion der Schneckenlinie (Fig. 155) in größerem 
Maßstabe so weit^ als die Dimensionen zulassen. 

10. Konstruiere Schneckenlinien (in Projektion)^ die von den Punkten 
2j 3^ 4 . . . des Grrundkreises (Fig. 155) aus aufsteigen. (Es entsteht dann 
eine Schar von Schneckenlinien.) 

11. Projiziere normal die in § 10 Übungsaufgabe 6 erwähnte Linie. 

12. Konstruiere eine Schar rechts gewundener Kegel-Loxodromen 
(Fig. 156) mit quadratischem I^etz im Mantel^ Grund- und Aufriß. 

13. Desgl. eine Schar links gewundener Loxodromen. 

14. Übertrage beide Scharen von Nr. 12 und 13 (mit der Nadel) 
in das Aufrißbild des Kegels. 

15. Konstruiere in Fig. 156 die Schneckenlinie durch die Punkte 1 5. 

16. Bringe in besonderer Aufrißfigur die Loxodrome von Fig. 156 mit 
der Schneckenlinie von Übungsaufgabe 15 zusammen an und vergleiche. 

17. Projiziere (nach Fig. 157) eine Vollkugel ^ drehe sie um die 
Achse NS im Betrage von 30^ (45^^ 60^) und konstruiere die Normal- 
projektionen. 

18. Drehe die Kugel (Fig. 157) um den Äquatorialdurchmesser AG 
(bez. BD) als Achse im Betrage von 30^ (45 ^;, 60^) und projiziere. 

*) Ohne Abwicklung! Die Abwicklung beim schiefen Kreiszylinder hat 
wohl Interesse, ist hier aber zu überofehen. 
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19. Projiziere Halbkugeln und Kugeloktanten gemäß Übungsaufgabe 
17 und 18. 

20. Zeichne in den Grundriß von Fig. 158 a die südliclien Polar- 
gegenden ein. 

21. Trage in den Aufriß von Fig. 158 a Ostindien ein. 

22. Erteile der Kugel in Fig. 159b eine weitere Drehung um die 
Vertikalaclise ÄO im Betrage von 45^ rechts herum ^ entwirf die ortho- 
graphischen Projektionen und trage die Landgrenzen ein. 

23. Entwirf die Halbkugel der größten Land- und Wassermasse in 
orthographischer Projektion; der Scheitelpunkt der ersteren hat ungefähr 
die Breite (p = 50^ N" und die Länge 1 = 0^ 0-Greenw.; die andere hat 
^ = 50« S und X = 180« 0-Greenw.*) 

24. Zeichne eine Karte von Mitteleuropa in orthographischer Pro- 
jektion^ sodaß das Fichtelgebirge den Scheitel der Karte bildet. 

25. Konstruiere in Fig. 160 die ganze Schar rechts und links ge- 
wundener Kugelloxodromen (45« Steigungswinkel). 

26. Desgl. Scharen unter kleinerem (bez. größerem) Steigungswinkel. 

27. Entwirf nach Art der Fig. 162 eine kleine Merkatorkarte der 
ganzen Erde bis 80« Nord- und Südbreite. 

28. Konstruiere Merkatorkarten mit den magnetischen Isogonen und 
Isoklinen. 

29. Desgl. mit einigen meteorologischen Linien. 

30. Zeichne ein Merkatorblatt in größerem Maßstab zwischen 20« und 
50« Ostlänge und 40 — 50« Nordbreite von Grad zu Grad abgestuft (vergi. 
die genaueren Werte Anm. 92). 

§ 16. Unbegrenzte Geraden und Ebenen. 

In den bisher abgehandelten Abschnitten der iSTormalprojektion sind 
mit Absicht nur begrenzte Gebilde der Betrachtung unterworfen worden^ 
da ihre Behandlung verhältnismäßig einfach und anschaulich ist. Wir 
wenden uns nunmehr zu unbegrenzten Gebilden^ insbesondere zu Ge- 
raden und Ebenen^ da deren Projektion für viele Anwendungen der 
Normalprojektion einschneidende Bedeutung hat. Auch hier wollen wir 
die wichtigsten projektivischen Eigenschaften an einzelnen^ charakteristischen 
Aufgaben kennen lernen und zunächst am Schräg bild die Konstruktion 
des Normalbildes analysieren. 

Aufgabe 148, Gegeben sind die Spuren einer Geraden mit 
zwei^ Bildebenen^ gesucht ihre Normalprojektionen in den drei 
Bildebenen. 



*) Diese Karten werden allerdings gewöhnhch in sog. stereographischer 
Projektion entworfen. Yergl. § 20. 
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Analyse: Die Lage einer Geraden (a) zu den Bildebenen ist im 
Räume am einfachsten bestimmt durch zwei ihrer Spuren mit den Bild- 
ebenen^ bez. durch die Koordinaten dieser Spuren. In Fig. 163 a z. B. sei 
die Gerade a durch die Grundspur Ä' und die Aufspur Ä'' gegeben.^^) 
Die Gerade wird dann im allgemeinen nocb die Profilebene in der Spur 
Ä''' durchstechen^ die verdeckt sein muß^ wenn die anderen sichtbar sein 
sollen. Die Normalprojektionen der Geraden sind im allgemeinen selbst 
wieder Geraden (a^, a^, a^. Der Grundriß a^ ist einerseits durcb A\ anderer- 
seits durch den Grundriß eines beliebigen anderen Punktes von a bestimmt. 
Daß hierzu J.'' zu wählen ist^ leuchtet sofort ein. Projiziert man J.'' nach 
der Grundebene; so kommt sein Grundriß in die X-Achse nach A^'/^) 




Fig. 163. 

zu liegen^ und die Gerade A'A^' ist die gesuchte Normalprojektion (zunächst 
in Parallelperspektive). Der Aufriß a^ von a geht durch A" und durch 
den Aufriß von A\ der ebenfalls in die X-Achse nach A^' (lies: A — Strich 
— zwei) fällt. Somit ist A''A^ der gesuchte Aufriß. Für das Profil % 
ist die gleichnamige Spur nicht gegeben und daher nicht verfügbar. Da 
aber A' und A'' zwei Punkte der Geraden sind^ so braucht man diese 
nur nach der Profilebene zu projizieren; ihre Profilprojektionen A^ und 
J.3'' auf OZund OZ bestimmen eindeutig das Profil a^ der Geraden. Aus 
der Figur geht ferner hervor^ daß die Verlängerung der Geraden a die ver- 
längerte % in der Profilspur ^''' treffen muß. Außerdem findet man noch 
folgende Örter für A''\ Verlängert man nämlich a^ bis zum Schnitte mit 
der rückverlängerten Y-Achse^ so muß dieser Punkt der Grundriß von 
A''' sein und ist daher mit A^" zu bezeichnen. Die verlängerte % trifft 
die Z-Achse in einem Punkte^ der der Aufriß von J.''' ist und das Zeichen 

*) Lies: A — zwei Strich — eins. 
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A2'' haben muß. Man sielit^ daß die Aclisensclinittpunkte der Projektionen 
(Ä^'' und ^1'''; Ä2 und Ä^'' sowie Ä^ und Ä^'') eine besondere Rolle 
spielen^ und es gilt der wichtige Satz: 

Jeder Achsenschnitt einer Projektion ist die gleichnamige 
Projektion der Nachbarspur. 

Hierdurch ergehen sich als weitere Orter für die nebenbei gesuchte Spur Ä''' 
die Projektionslote in Ä-^''' auf der Grundebene (£J^) und in Ä2'' auf der 
Vertikalebene (JE^). 

Konstruktion: Da die Konstruktion der Fig. 163a (Schrägbild) für 
sich keine Schwierigkeiten hat^ so wenden wir uns sofort zur Konstruktion 
des Normalbildes im offenen Dreikant (Fig. 163b). Die Gerade im Raum 
kommt beim Aufklappen natürlich in Wegfall und kann beim Zeichnen 
nicht benutzt werden. Gegeben sind ^' und Ä'' durch ihre Koordinaten 
(x^ = 25] y^ = 11] X2 = Q] ^2 = 18 mm). Durch Festlegung dieser Punkte 
sind bereits die Projektionen Ä^ und Ä^'^ A^' und A^' auf die Nachbar- 
ebenen (bez. Achsen) gegeben. Man zieht daher A' A^' bez. A'A.^ und 
hat somit in % und a^ Grund- und Aufrißbild von a. Das Profil ergibt sich 
durch die Hilfsparallelen von A' nach OY (zu übertragen in die Profillage) 
und die Hilfsparallele von Ä' nach OZ. Die Gerade ^3' JL3'' ist das gesuchte 
Profil «3. Man verlängert nun a^ und errichtet in A^" das Lot auf OZ 
bis zum Schnitte Ä" mit der verlängerten a^. Man bemerke wohl^ daß 
der hinten liegende Teil der Profilebene beim Aufklappen nach rechts in 
die feststehende Aufebene fällt^ daher läuft das Lot in A^' scheinbar OX 
parallel^ in Wirklichkeit aber parallel der mit OX zusammenfallenden rück- 
verlängerten Y. Als Probe auf die Richtigkeit der Konstruktion für 
Ä" benutzt man auch den Achsenschnitt A^'\ Er fällt bei der Um- 
klappung^ da auch die rückverlängerte Y-Achse gespalten wird^ einerseits 
scheinbar auf OZ (in Wirklichkeit in die nach oben fallende OY'^^ anderer- 
seits scheinbar auf OX (in Wirklichkeit auf die nach rechts fallende OY'^. 
Die verlängerte % trifft daher direkt die nach oben gehende OY' in 
A^'\ da sie ja der Grundebene angehört. Der Punkt A^" auf der nach 
rechts gehenden OY' wird durch den Übertragungsbogen (mit Pfeil) ge- 
funden. Dieser letztere Punkt ist es nun^ welcher der Profilebene angehört 
und von dem aus man das Lot (parallel OZ) zieht; wenn es genau in 
Ä" eintrifft^ ist die Konstruktion richtig. ^^) 

Übungsaufgabe 1^ 2. 

Aufgabe 149. Gegeben sind zwei Projektionen einer Geraden^ 
gesucht die dritte Projektion und die drei Spuren. 

Analyse: Wir knüpfen die Betrachtung wieder an Fig. 163a. Hierin 
seien jetzt gegeben die Projektionen a^ und ^g.*) Die Achsenschnitte A^' 



*) Gewöhnlich durch ihre Parameter, d. h. ihre Abschnitte auf den zu- 
gehörigen Achsen. 
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und Ä2 liefern sofort Örter für die Spuren Ä'' und Ä'^ nämlicli für Ä' die 
Hilfsparallele zu F und für Ä'' die Hilfsparallele zu Z. Da nun 
diese beiden Spuren festgelegt sind^ so gestaltet sicli die weitere Unter- 
suchung wie bei voriger Aufgabe. 

Konstruktion: Man legt (Fig. 163b) a^ durch die Parameter p^ = 
OA^' = 9; Py = 6 ^iid «2 durch die Parameter q^ = OÄ^ = 24; q, = 21 mm 
fest. Dann zieht man durch Ä^' die Parallele zu F und durch Ä^'' die 
Parallele zu OZ bis zum Schnitte A' bez. A'\ Die weitere Konstruktion 
verläuft wie in voriger Aufgabe. Übungsaufgabe 3 und 4. 

Aufgabe 150. Man soll die Neigungswinkel einer Geraden 
o'eo'en die Bildebenen konstruieren. 

Analyse: Die Betrachtung der Fig. 163a führt zu einer Lösung^ die 
ganz der Fig. 133 c entspricht. Der Neigungswinkel a gegen die Grund- 
ebene kann nämlich dadurch erhalten werden^ daß man Dreieck Ä' A^' A^ 




Fig. 164. 

um a^ dreht und in die Grundebene klappt. Andererseits ist es auch mög- 
lich^ das betreffende Dreieck um A' A-^' zu drehen und in die Auf ebene 
zu klappen. In beiden Fällen wird a in wahrer Größe erhalten. 

Konstruktion: Die Projektionen a^ und a^ legt man (wie vorher) 
durch die Parameter fest (Fig. 163 c) und bestimmt die Spuren A' 
und Ä\ Hierauf errichtet man in A^' das Lot auf a^ in E^ und schneidet 
darauf A^' Ä' ab bis {Ä'). Durch ^'(^'') wird a bestimmt. — Oder man 
beschreibt um A-^' mit A^' A den Kreis bis zum Schnitte {Ä) mit OX 
und zieht Ä\Ä). Der Winkel Ä\Ä)A^' ist der gesuchte a. 

Übungsaufgaben 5^ 6.^^) 

Im allgemeinen sind zwei Geraden im Räume gekreuzt (windschief) 
und haben keinen Punkt mit einander gemein. Dies erkennt man an den 
Projektionen dadurch^ daß die Schnittpunkte der Projektionen nicht die Pro- 
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jektionen eines Punktes sind. In Fig. 164a haben die Projektionen a^^ a2 
nnd b^^ \ die Sclinitt punkte P und Q. Diese können aber nicM die Pro- 
jektionen eines Punktes^ des Sclinittpunktes im ßaume^ sein^ denn sie 
liegen nicht auf derselben Hilfsparallelen; somit sind die Geraden ge- 
kreuzt. In Fig. 164b ist die Lage von 6 geändert^ was man an \ er- 
kennt; die Schnittpunkte P^ und Pg liegen auf derselben Hilfsparallelen 
und geben daher auch die Projektionen des Schnittpunktes im Räume 
an. In Fig. 164c laufen die Projektionen von & parallel denen von a. Daraus 
folgt^ daß die Geraden im Räume ebenfalls parallel sind {34). 

Übungsaufgaben 7 — 10. 

Aufgabe 151. Gegeben sind die Parameter einer Ebene in 
bezug auf das Achsenkreuz^ gesucht die Spuren und Neigungs- 
winkel gegen die Bildebenen. 




Fig. 165. 

Analyse: Fig. 165a zeigt im Schrägbilde die Ebene 1LYZ{E) mit den 
Parametern OX, OY, OZ. Ihre Schnittlinien X Z, YZ, ZX mit den Bild- 
ebenen heißen bekanntlich Spuren und werden mit e^ e' ^ e''' bezeichnet. Diese 
Spuren sind unmittelbar durch die Achsenabschnitte oder Parameter bestimmt. 
Der Grundriß von J"^ ist die unbegrenzte Grundebene selbst^ ähnliches gilt für 
Auf- und Seitenriß. Die Projektionen des Spurdreiecks X FZ werden durch 
die Dreiecke OXY^ OXZ^ OYZ dargestellt. Der Neigungswinkel von E 
zu einer der Bildebenen (hier zu i\) wird durch eine Ebene erzeugt^ die 
zu e senkrecht liegt und sonst beliebig ist (Neigungsebene ^ 15). Am 
einfachsten gestaltet sich die Festlegung des Neigungswinkels^ wenn man 
die Neigungsebene gleichzeitig durch die ^-Achse (bei anderen Winkeln 
bezw. durch Y- oder X-Achse) legt^ so daß Winkel OAZ (Fig. 165 a) den 
Neigungswinkel a darstellt. Das rechtwinklige Dreieck OAZ ist aber be- 
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stimmt durch OZ und das Lot Yon auf XF {lo)'^ bei der Aufklappung 
des Dreikants dreht man dieses Dreieck entweder nach. 'E^ oder £3. 

Zur Konstruktion des Schrägbildes (165a) ist nichts Besonderes zu 
bemerken. Das Normalbild (Fig. 165b) erledigt sich folgendermaßen. Man 
schneidet auf dem Achsenkreuz die gegebenen Parameter j)^ ^ p^ ^ ^^ ab und 
zieht die Spuren e ^ e' und e" unter Übertragung bei OY. Dann fällt 
man von das Lot nach X Y bis A und beschreibt um den Kreis bis 
zum Schnitte {Ä) mit X bez. Y. Wir haben dann in den beiden 
Dreiecken 0{Ä)Z rechts und links das umgeklappte Neigungsdreieck OAZ 
mit dem Neigungswinkel a bei (^).*) — Will man auch das Spurdreieck 
in wahrer Größe haben^ so genügt eine Umklappung dieses Dreiecks in 
eine der Bildebenen. Hier ist nach E^ geklappt^ indem man um X den 
Kreis mit XZ und um Y den Kreis mit {Y)Z beschrieben hat bis zum 
gegenseitigen Schnitte in (Z). 

Übungsaufgaben 11^ 12. 

Aufgabe 152. Gegeben sind die Spuren einer Ebene und 
der Grundriß eines ihrer Punkte^ gesucht die zugeordneten Auf- 
riß- und Seitenrißpunkte. 

Analyse: Wenn in Fig. 166a die Ebene XY".^ durch ihre Parameter 
festgelegt und P^ der gegebene Grundriß eines ihrer Punkte ist^ so zieht 
man durch P eine beliebige Gerade a mit den Spuren Ä' und Ä'\ Durch 
die Spur Ä' und P-^ ist der Grundriß a-^ der Geraden bestimmt^ somit 
auch der Achsenschnittpunkt Ä-^''^ durch den man wiederum Ä'' und den 
Aufriß «2 festlegen kann. Auf a^ aber liegt P^ und durch P^ bezw. P^ 
ist Pg sofort zu finden. 

Bei der Konstruktion (Fig. 166b) legt man zunächst die Spuren 
der Ebene und P^ fest. Dann zieht man durch P^ eine beliebige Gerade 
P^Ä' bis zum Schnitte Ä^'' mit OX und legt durch diesen Punkt die 
Parallele mit OZ bis zum Schnitte Ä'' mit der Aufspur der Ebene. 
Weiterhin zieht man durch Ä' die Hilfsparallele bis Ä^ und hat damit 
den Aufriß ^g (A^'A^) der Hilfsgeraden. Durch die Hilfsparallele PiPg 
nach OXwirdPg gefunden und durch das Projektionsdiagramm das Profil P3. 

Eine besonders einfache Lösung dieser Aufgabe beruht auf der 
A^erwendung der Streichlinien. Denkt man sich nämlich durch P (Fig. 
166c) nicht eine beliebige Gerade^ sondern eine Parallele zur Grundspur 
X F gezogen^ so heißt diese Gerade bekanntlich die Streichlinie inP"^'*) In 



*) Wenn die Profilebene nicht hinzugezogen wird, dann wählt man auf 
der X-Achse einen beliebigen Punkt (0) und fällt von ihm das Lot {0)Ä 
auf e. Hierauf zieht man durch (0) eine Hilfsaclise {OZ) bis zum Schnitte 
(Z) mit e' und konstruiert wie oben. 

**) In Fig. 166 c können wir uns parallel zu XF unzählig viele Streichlinien 
gezogen denken. Alle bilden mit den zugehörigen Horizontalen in E^ (^- I^- ^''-^2) 
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unserem Falle liegt eine horizontale StreicUinie vor; zieht man durch 
P parallel XZ' oder YZ^ so hat man eine frontale bezw. laterale Streich- 
linie. Jene horizontale Streichlinie hat ihre Spuren {A.' und Ä"^ auf den 
Spuren e' und e" der Ebene. Die Spuren-Grundrisse A^' und A^" liegen auf 
OX bezw. OY und die Gerade A^' A^" ist parallel X.Y (8). Geht man 
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Fig. 166. 

daher von P^ und A^' A^" aus/ so lassen sich umgekehrt Ä' und Ä" 
und dadurch Pg und P3 festlegen^ da sie auf den horizontal laufenden Pro- 
jektionen der Streichlinie liegen. — Hier konstruiert man so^ daß man 



denselben Winkel, welchen XY mit XO bildet. Letzteren Winkel nennt man 
Streichwinkel. — Die Gerade ZA (Fig. 165a) oder irgend ein anderes Lot in 
B auf Xr heißt bekanntlich Falllinie und der Winkel OAZ der Fallwinkel; 
er ist gleichbedeutend mit dem Neigungswinkel der Ebene J5J gegen die Grund- 
ebene. Diese Benennungen gebraucht der Landmesser im Grubenbau (Mark- 
scheider). 



Hosted by 



Google 



186 



IL Abschnitt. Senkrechte Parallelprojektion. 



durch P^ (Fig. 166 d) die Parallele zu e legt^ vom Äclisenschnittpunkte 
Ä^'' das Lot zieht nacli Ä'' und die übrigen Projektionen der Streicli- 
linie von ^'' über OZ nacli Ä''' festlegt. Die Hilfsparallelen von P-^ nacli 
diesen Projektionen treffen auf die zugeordneten Punkte P^ und P^ . 

Übungsaufgaben 13^ 14. 

Aufgabe 153. Gegeben sind zwei einander schneidende 
Geraden^ gesucht die Spuren der hierdurch bestimmten Ebene. 




Fig. 167 a. 



Fig. 167 b. 



Analyse: Die beiden Geraden a und h sollen durch ihre Projektionen 
gegeben sein (Fig. 167 a). Ihr Schnittpunkt sei S. Man erkennt sofort^ 
daß dann ihre Spuren Ä' und Ä'' bez. JB' und B' auf den Spuren der 
gesuchten Ebene liegen müssen. Man hat also nur die Spuren der Geraden 
zu bestimmen^ um die Spuren der Ebene zu finden. Darauf gründet sich 
folgende 

Konstruktion: Gegeben sind (Fig. 167b) durch die Parameter die 
Projektionen a^ und 0^2 ^ \ und ög cier beiden Geraden.*) Durch die ver- 
schiedenen Achsenschnittpunkte ^/'^ _B^'' usf. findet man der Reihe nach 



*) Man beachte, daß S^ und S^ auf derselben Hilfsparallelen liegen 
müssen. 
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Fig. 168 a. 



die Spuren Ä''^ B'\ A und B' der gegebenen Geraden. Dann zieht man 
durch Ä und B' die Ebenenspur e bezw. durch Ä' und B'' die Spur e'-^ 
beide müssen auf OX 
zusammentreffen (Pro- 
be). Durch Y{Y) und 
Z ist auch e'' gefunden. 

Übungsaufgaben 15 
bis 17. 

Aufgabe 154. Ge- 
geben ist ein Punkt 
P durch seine Ko- 
ordinaten^ gesucht 
eine Ebene durch P^ 
die den Streichwin- 
kel q) gegen OX und 
den Fallwinkel ip ge- 
gen die Grundebene 
hat. 

Analyse: Angenom- 
men die Ebene E (Fig. 
168 a; 1, 45^) mit den 
Spuren e und e' sei die 
gesuchte. Wir ziehen 
durch P die Streich- 
linie a \ e mit der Auf- 
rißspur Ä\ dem Aufriß 
«2 und dem Grundriß % 
(vgl. Aufgabe 1 52^ zweite 
Lösung). Die Gerade a^ 
bildet mit OX ebenfalls 
den Streichwinkel (p. 
Um den Fallwinkel (Nei- 
gungswinkel) i/^ darzu- 
stellen^ fällen wir hier 
das Lot Yon A" nach 
e bis A (Falllinie) und 
ziehen AA^'-^ dann liegt 
Dreieck A' A^' A in 
der Neigungsebene und 
Winkel A' AA^' ist der 
Fallwinkel. Da das Nei- 
gungsdreieck beim Aufklappen der Figur herausfällt ;. so denken wir es 
um A' A-^' in die Aufebene gedreht. Auf diese Weise läßt sich der Ab- 




Fig. 168b. 
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stand AA^' und damit e bestimmen. Für die Aufgabe ist absichtlich der 
gesuchten Ebene eine solche Lage zugedacht^ daß ihre Profilspur {E E^ 
nach hinten fällt. 

Konstruktion: Der Punkt P wird durch seine Koordinaten (^ = 37; 
y = Q'^ ^ = 18 mm) festgelegt (Fig. 168b). Dann zieht man durch P^ den 
Grundriß a^ der Streichlinie unter dem gegebenen Winkel (p (25^) gegen 
OX bis A^\ errichtet hier die Vertikale bis zum Schnitte A' mit der 
Horizontalen a^ durch F^. Nun stellt man das umgeklappte Neigungs- 
dreieck dar^ indem man durch A' den Strahl unter der gegebenen Neigung i/^ 
(70^) zu OX zieht bis (J.); ferner errichtet man in A^' das Lot auf % (in E^ 
und schneidet A-^\A) darauf ab bis A. Zieht man endlich durch A die Paral- 
lele zu a^ bis E^ und legt man E^A' ^ so sind die beiden Spuren e und 
e' der gesuchten Ebene gefunden. Um die dritte Spur zu haben ^ er- 
wäge man^ daß der I^-Parameter OP/^ beim Aufklappen zweimal auftritt, 
zunächst in der Grundebene als OE und dann in der Profilebene als 
0(E\ wie der Ubertragungsbogen andeutet. Da nun die Profilspur e'' 
in der Profilebene liegt, so hat man (E^jE^ zu ziehen, um e'' zu er- 
halten/^) 

Übungsaufgaben 18 — 21. 

Aufgabe 155. Gegeben sind die Koordinaten der Fußpunkte 
dreier Bohrlöcher, welche auf eine Gangebene niedergebracht 
sind; gesucht sind die Spuren der Gangebene sowie ihr Streich- 
und Fallwinkel. 

Analyse: Unter Gangebene yersteht man beim Bergbau diejenige 
Ebene, in der sich nutzbare Mineralien (Erze usf.) in mehr oder minder 
dünnen Schichten befinden. Die Erfahrung zeigt, daß diese Erzgänge als 
hinreichend eben vorausgesetzt werden können, — abgesehen von Störungen 
(Biegungen, Verwerfungen) — , um auf Grund von Zeichnungen vorliegender 
Art den Abbau mit einiger Sicherheit leiten zu können. Die Lage einer 
Gangebene ist bestimmt, wenn man außer einem festen Punkt ihr Strei- 
chen und Fallen (vergi. Aufgabe 154) kennt. Man bezieht die Lage 
solcher Ebenen auf ein Achsensystem, das man in das Innere der Erde 
verlegt. Sind z. B. die drei Punkte J,q, P^, Gq (Fig. 169) auf der 
Oberfläche der Erde*) genau bekannt in bezug auf gegenseitigen Abstand 
in einer Horizontalebene und in bezug auf eine Basislinie (Vermessungs- 
achse), die in der Richtung der Meridianlinie gewählt wird'^^), so verschiebt 
man diese Horizontebene um eine beliebige, aber nunmehr fest be- 
stimmte Strecke vertikal nach unten. Die verschobene Meridianlinie bildet 
jetzt die X-Achse für die Betrachtung, während die übrigen Achsen in 
gewohnter Weise verlaufen. Im allgemeinen arbeitet man bei der Winkel- 



*) In Fig. 169 sind diese Punkte natürlich Aufrißpunkte. 
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messung mit der Busole^ da sie hinreichende Genauigkeit gewährt und auch 
für den Gebrauch unter der Erde große Bequemlichkeiten darbietet. 
Hieraus geht nun hervor^ da die gewählte X-Achse in der Richtung 
des magnetischen Meridians verläuft^ daß somit die Streich winkel 
in bezuet auf diesen Meridian konstruiert werden. Die Umwandlunö* 
dieses sogenannten observierten Streich winkeis in den reduzierten^ 
d. h. in. den Streich winkel zum astronomischen Meridian^ geschieht auf 




Fig. 169. 

Grund der magnetischen Deklination. — Wenn die Tiefen Ä^A^, Sq^2j C^qC^ 
der Bohrlöcher bekannt sind, dann können auf Grund der Verschiebung 
nach unten sofort die Vertikalkoordinaten A^A^, ^2^x7 ^2^x bestimmt 
werden; da ferner aus der Oberflächenmessung bereits die ^-Koordinaten 
A-^^A^j JB^JB^, C^C^ bekannt sind, so läßt sich sofort ein Bergentwurf in ver- 
jüngtem Maßstabe herstellen. Die Gangebene, welche durch die Punkte 
A, B, C gehend gedacht wird, schneidet die X-Achse in irgend einem 
Punkte E^ und erzeugt hier die Spuren e und e\ vermittelst deren die 
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fragliclieii Winkel leicht zu bestimmen sind. Legt man nun durch je 
zwei der Punkte^ etwa durch B und Ä bez. JB und C die Hilfsgeraden p 
und q^ so müssen die gesuchten Spuren der Ebene durch die gleichnamigen 
Spuren dieser Geraden gehen (vgl. Aufg. 153). Zur Bestimmung des Pall- 
winkels legt man eine beliebige Neigungsebene^ die die Aufspur e' in E 
trifft; sie erzeugt dann die Falllinie EF und das Neigungsdreieck: EE^{F). 
Durch Umklappen nach [der Aufebene wird der Fallwinkel (ähnlich wie 
in Fig. 168) erhalten. 

Konstruktion: Man zieht eine Achse OX. (Richtung Süd-Nord des 
magnetischen Meridians) und legt auf Grund der Oberflächen- und Tiefen- 
messung von A^ Bj G die Projektionen der drei Punkte fest. Der Punkt 
wird beliebig gewählt^ dann aber in bezug auf seine Lage zu A^^B^^ C^ 
■dauernd festgehalten. Hierauf zieht man A^B^, ^2^2; -^i^i; ^2^2 ^^^ 
bestimmt die Spuren (nach Fig. 163) in P' und P" bez. Q und Q'' . Darch 
diese legt man die Spuren e und e' der Ebene^ die in einem Punkte E^ 
auf OX zusammentreffen müssen. Endlich fällt man Yon einem beliebigen 
Punkte E auf e' das Lot auf OX bis E^, dann Yon hier das Lot bis F^ über- 
trägt F nach {F) und erhält so den Fallwinkel t^ (40^)^ während in XE^Q' 
bereits der Streichwinkel cp (30^^ NO) vorliegt. — Es ist klar^ daß auf Grund 
eines solchen Bergplans die bergmännische Arbeit zielbewußt| und er- 
folgreich sein wird^ da man sehr wichtige Strecken und Richtungen mit 
Lineal und Zirkel aus der Zeichnung entnehmen kann. 

Übungsaufgabe 22. 

Aufgabe 156. Aus den observierten Streich- und Fallwinkeln 
zweier Gangebenen soll das Streichen und Fallen der Durch- 
schnittslinie bestimmt werden. 

Analyse: Die Streich- und Fall wink el der beiden Ebenen seien bezüg- 
lich 9i = 270; t^ = 740 sowie cp, = 138^*); ^^^ = ö'^' (Fig. ITO). Sie lassen 
sich an einer freilieo'enden Stelle der Gans^ebene mit einer besonders ein- 
gerichteten Bussole beobachten (observieren). Da es sich nur um Winkel 
handelt^ so können wir uns die beiden Gangebenen E und F in beliebigen 
Punkten E^ und F^ einer beliebigen Achse^ die parallel dem magnetischen 
Meridian läuft ^ einschneidend denken. Die Schnittlinie s von E und F 
(sogenannte Scharlinie) muß ihre Spuren 8' und S" da haben^ wo die 
Ebenenspuren e und f bez. e' und f einander schneiden. Aus den Spuren 
von s aber lassen sich die Projektionen s^ und s^ bestimmen^ und aus 
diesen findet man durch Umklappen den Fallwinkel t^^ während der Streich- 
winkel ^) bereits durch den Grundriß s^ der Geraden festgelegt ist. 

Konstruktion: In E^ legt man (p^ an und zieht e . Dann errichtet 
man in einem beliebigen Punkte von e das Lot bis E^^ beschreibt um E^ den 
Übertragungsbogen und legt den Fallwinkel i\)^ an bis zum Schnitte E. 

*) Die Streichwinkel werden von ISTord über Ost gerechnet. 
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Durcli E^ und E wird e' gezogen. Älmlicli verfährt man bei F^. und 
erhält schließlich die Spuren S' und S'\ Die vertikalen Hilfsparallelen 
treffen in S^'' und S/ ein und geben s^ und Sg. Der Streichwinkel cp 
der Scharlinie ergibt sich hier gleich 70^. Schließlich klappt man das 
räumlich e Neigungsdr ei- 
eckS'S/'S' um Ä"V 
als Achse in die Auf- 
ebene^ so daß S' nach 
(S') fällt. Der Winkel 
S'is') S,'' =^6rist so- 
mit der gesuchte Fall- 
winkel t^. 

Übungsaufgabe 23. 

Aufgabe 157. 
Gegeben sind die 

Achsenschnitt- 
punkte^ Streich- und 
Fallwinkel dreier 
Gangebenen^ gesucht 
die Lage des Durch- 
schnitt sp unkt es. 

Analyse: Aus den 
Aufgaben 154 und 155 
geht hervor^ wie man 
den Achsenschnittpunkt 
einer Gangebene unter 
verschiedenen Beding- 
ungen finden^ auch wie 
man Fall- und Streich- 
winkel bestimmen kann^ 
wenn sie nicht un- 
mittelbar observiert wer- 
den können. Wenn nun 

drei Gangebenen durch die genannten Elemente gegeben sind^ dann hat die 
Bestimmung des Durchschnittspunktes^ des sogenannten Scharpunktes^ aus 
nahe liegenden Gründen ganz besonderes Interesse für den Bergbau. Die 
Ebenen Ä, B und C (Fig. 171) mit den Spuren a und a\ V und V bezw. 
c und c' besitzen drei Schnittlinien p, c[ und r^ deren Bestimmung in der 
vorigen Aufgabe gelehrt wurde. Nun ist es klar^ daß der Scharpunkt Ä als 
Schnitt dieser drei Scharlinien bestimmt werden kann. In der Figur sind 
bloß die Schnittlinien ^ und g zwischen A und G bez. E und C benutzt. 
Außerdem ist einiges Beiwerk aus dem betreffenden Grubenfeld mit auf- 
genommen. Zunächst Grund- und Aufriß des Hauptschachtes {ßc\ und 




^NoTd 



Fiof. 170. 
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Sch^, ferner Grund- und Aufriß zweier Stollenstrecken I und II. Man 
sieht am Aufriß^ daß beide Strecken horizontal verlaufen, und am Grund- 
riß, daß sie in ihrem Horizonte gebrochen sind. 




-Nopd 



Konstruktion: Auf der X-Achse (dem magnetischem Meridian) sind 
die drei Schnittpunkte A^, By und C^ markiert und die drei Streichwinkel 
(f^ = 143^, (p^ =- l?>b^ , (p^ = 42^ angetragen, wodurch die Grundspuren 
ciy V und c gefunden werden. Um die Aufspuren zu erhalten, benutzt man 
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das mehrfacli geübte Umklappen eines Neignngsdreiecks für ijj^ = 74^^ 
^2 = 95^ ^iid. i/^3 = 60^. Hier ist die Konstruktion nur bei B^ angedeutet^ 
weil ein stumpfer Fallwinkel (i/^g ^ ^^^) gegeben ist^ wobei die Ebene B 
oben nach außen geneigt ist. Die Umklappung erfährt^ wie man leicht 
einsieht^ eine kleine Abänderung. Man fällt wie sonst das Lot von einem 
beliebigen Punkte L auf h' bis M^ überträgt LM nach LN und legt in 
N an OX den Winkel 1/^2 ^ ^^^ an bis zum Schnitte mit der Vertikalen 
durch L in K (nicht mehr auf dem Blatte^ durch Pfeile markiert). Zieht 




{z X(KORI)) 
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man dann die Gerade KB^^ so gibt diese im oberen Verlauf die sichtbare 
Aufspur b'' Yon B. Hierauf markiert man die Schnitte P' und P' bez. 
^' und Q'' der Ebenenspuren und bestimmt wie in voriger Aufgabe die 
Projektionen p^ = P' P^' und p^ = P'' P^ der Scharlinie p sowie die 
Projektionen q^=- Q' Q^' und gg = Q" Q'2 der Scharlinie c[. Die gleich- 
namigen Projektionen geben durch ihren Schnitt die Projektionen S^ und S^ 
des Scharpunktes. Zur Probe stellt man fest^ ob S.^ vertikal über S^ 
liegt. Aus diesem Bergplane läßt sich sofort feststellen^ in welcher Höhe 
über OX und in welcher Himmelsrichtung (hier SO) ein Stollen getrieben 

Müller u. Presler, Projektionslehre. A. 13 
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werden müßte^ um den Scharpunkt zu erreichen; ebenso einfach, ist die 
Antwort auf die Frage^ durch welchen Schacht derselbe Zweck erreicht 
werden kann. 

Übungsaufgabe 24. 

Aufgabe 158. Für die geographische Breite 50^ soll eine 
Horizontal- und Vertikalsonnenuhr gezeichnet werden. 

Analyse: Die Aufgabe ist in Fig. 102b bereits im Schrägbilde gelöst^ 
und wir knüpfen die Lösung auf Grund normaler Projektion an jene Figur 
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an, deren Hauptteile in Fig. 172a wiedergegeben sind. Wir denken uns die 
Hauptebenen jetzt so orientiert^ daß die Horizontalebene mit dem Erdmeridian 
OX zugleich die Grundebene der Normalprojektion und OX selbst die 
nach rechts laufende Achse bildet. Die Vertikalebene mit der Zenitachse 
OZ soll als Seitenebene gelten^ so daß die Schnittlinie F beider Ebenen 
die bekannte Tiefenachse bildet^ die hier genau von Ost nach West laufen 
muß.*) Zwischen beiden Ebenen soll die Aquatorialebene mit der Geradem 



*) Die Aufebene ist als überflüssig weggelassen. 
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OJf liegen^ die sich in der Ebene des Meridianyertikals befindet. Auf ihr läßt 
sich sofort das gleichwinklige Zifferblatt der Äquatorialsonnenuhr entwerfen 
(vgl. Aufg. 94). Streng genommen müssen Horizontal- und Vertikalebene durch 
M gelegt werden^ wenn M als Mittelpunkt für das Himmelsgewölbe dienen 
soll; bei der großen Entfernung der Sonne aber ist für die Konstruktion 
eine Parallelyerschiebung der Horizontalebene Yon ilf aus nach unten und der 
Vertikalebene von Jf aus nach rechts nicht nur zulässige sondern auch für 
die Konstruktion sehr erwünscht. Der schattenwerfende Stab mhat mit Grrund- 
und Seitenebene die Spuren ilf' und M'\ und der Winkel cp = M' M'' = bO'' 
ist gleich der Polhöhe bezw. gleich der geographischen Breite des Ortes. Der 
Grundriß von m ist OM'^ der Seitenriß OM". Zunächst stehe die Sonne 
in der oberen Kulmination; sie lieg-t daher in der Ebene 12 M M'' und 



westL^ 




Fis:. 172 c. 



ihre Schattenebene schneidet die Bildebenen in den beiden Spuren OM 
und 0M'\ Eine Stunde später befindet sich die Sonne in der Ebene 1 M M'\ 
sodaß die Schattenebene in den Spuren V M' und V M'' einschneidet. 
Ähnlich liegen die Verhältnisse um 2 und 3 Uhr p. m.*) Um 4 Uhr schneidet 
die Schattenebene auf der erweiterten Grundebene in 4' ein. — Für 
die Vormittagsstunden findet man symmetrische Linien auf der West- 
seite der Zifferblätter. Überall aber sieht man, daß die Achsenschnitt- 
punkte 12'^ 1\ 2' . . . 4' . . . vermittelst des gleichwinklig geteilten Äqua- 
torialzifferblattes leicht bestimmbar und daß durch diese sowie durch die 
Spuren M' bezw. M'' die Teilstriche der anderen Zifferblätter festgelegt 
sind. Beim Aufklappen der Bildebenen lassen wir die Horizontalebene 



*) Zufällig liegt 3' (3) am Vorderrande der Grundebene. 
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wie immer vorn nach unten und die Seitenebene yorn nach rechts sich 
drehen. Vorher aber klappen wir die Äquatorialebene für die Zwecke 
der Horizontalsonnenuhr um die Achse F nach unten in die Grundebene 
bezw. für die Zwecke der Vertikalsonnenuhr nach oben in die Seitenebene. 

Konstruktion: Für die Horizontalsonnenuhr denken wir uns, 
wie soeben gesagt^ die Grundebene in die Papierebene geklappt^ in der 
Weise wie Fig. 172b zeigt; in ihr bilden OX und OFdie Hauptlinien für 
die Konstruktion. Auf der verlängerten X ist M' genau zu markieren. 
Durch das Herabklappen der Aquatorialebene in die Grundebene fällt M 
zwischen und M' und ist genau einem rechtwinkligen Hilfsdreieck 
(M'OW, M der Fig. 172a) zu entnehmen. Liegt die Figur 172a nicht 
vor^ so konstruiert man das rechtwinklige Dreieck M' OM'' für sich in 
wahrer Größe aus der Länge des Schattenstabes M' M''^ der Kathete OM' 
und der Polhöhe (p, worin man schließlich das Lot OM fällt. Durch das 
Umklappen fällt nun auch der Aquatorialkreis in die Grundebene und wird 
hier um M mit MO als Halbmesser beschrieben. Dann teilt man ihn in 
24 gleiche Teile und zieht durch die Teilpunkte 1^ 2^ 3 . . . die Geraden 
bis zum Schnitte T, 2'^ 3'. . . mit Y (zum Teil unter Verlängerung). Legt 
man dann durch M' die Grundspuren M'V, M'2' . . . usf.^ so erhält man 
die Teilstriche der Horizontalsonnenuhr. — Für die Vertikalsonnenuhr 
klappen wir nach rechts und fixieren zunächst OY und OZ (Fig. 172 c). 
Auf OZ wird OM'' genau abgeschnitten (aus Fig. 172a oder einer Hilfs- 
figur). Durch das Her auf klappen der Äquatorebene fällt M zwischen 
und M'\ Die Teilpunkte des Äquatorialzifferblattes liefern auch hier die 
Achsenschnitte 1\ 2'^ 3' . . . (zum Teil auf der yerlängerten Y). Die 
Strahlen von M'' nach diesen Punkten sind dann die Teilstriche der Ver- 
tikalsonnenuhr. — Zur Probe an der Sonne stellt man beide Blätter in 
OY senkrecht aufeinander, bringt dann OX in die Meridianrichtung und 
befestigt zwischen den beiden Ebenen den Schattenstab M' M'\ oder 
besser noch ein rechtwinkliges Dreieck M' OM'' aus Kartenpapier ^ dessen 
Hypotenusenkante den Schattenstab vertritt. Diese Uhr gibt natürlich 
wahre und nicht mittlere Sonnenzeit. ^^) 

Ülbuilgsaufgalben. 1. Zeichne die Projektionen der unbegrenzten 
Geraden aus gegebenen Spuren für einfachere Lagen (im Vergleiche zu 
Fig. 163): a) Die Gerade laufe einer der Achsen parallel, b) Die Gerade 
laufe einer der Bildebenen [parallel, c) Die Gerade liege, in einer der 
Bildebenen. 

2. Gegeben sind Grund- und Seitenspur oder Auf- und Seitenspur 
einer Geraden (durch Koord.)^ gesucht die Projektionen und die dritte 
Spur. (Entwirf zuerst freihändig zur Analyse das Schrägbild.) 

3. Konstruiere die Spuren (und die dritte Projektion) einer Geraden^ 
wenn gegeben sind Grund- und Seitenriß bezw. Aufriß und Seitenriß 
(durch Parameter). 
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4. Löse die Aufgabe 3 für ein fächere Lagen wie in Aufg. 1. 

5. Bestimme die Neigung der Geraden (Fig. 163 c) zu Auf ebene und 
Profilebene auf doppelte Weise. 

6. Löse Aufgabe 5 für besondere Lagen (gegeben sind entweder 
Spuren oder Projektionen). 

7. Gegeben sind die Koordinaten eines Punktes^ gesucht die Projek- 
tionen und Spuren einer Geraden^ die durch diesen Punkt geht (die Auf- 
gabe ist unbestimmt). 

8. Gegeben sind die Koordinaten zweier Punkte (Fig. 133 b)^ gesucht 
die Spuren und Projektionen der Geraden^ die durch diese Punkte geht. 

9. Gegeben sind die Koordinaten dreier Punkte^ gesucht die Spuren 
und Projektionen der Seiten des Dreiecks. 

10.*) Gegeben sind ein Punkt P und eine Gerade a durch Pro- 
jektionen (oder Spuren)^ gesucht sind die Projektionen einer Geraden^ die 
durch P geht und parallel a yerläuft. 

11. Konstruiere die ^Neigungswinkel (Fig. 165) auch gegen i!:2 und E^ 
und zwar auf doppeltem Wege. 

12. Löse die Hauptaufgabe 151 und Übungsaufgabe 11 für einfachere 
Lagen der Ebene (horizontal^ frontal^ lateral usf.). 

13. Konstruiere die zugeordneten Punkte (Fig. 166)^ wenn gegeben 
ist Aufriß oder Profil des Punktes; die Zeichnung soll sowohl durch eine 
beliebige Hilfsgerade als auch durch Streichlinien (horizontale^ frontale und 
laterale) bewirkt werden. 

14. Gegeben ist eine Ebene E durch ihre Spuren und ein beliebiger 
Punkt P durch seine Projektionen^ gesucht eine Ebene^ die durch P geht 
und E parallel läuft. 

15. Gegeben sind die Koordinaten dreier Punkte^ gesucht die Spuren 
der durch diese Punkte bestimmten Ebene. (Andeutung: Durch je zwei 
Punkte ist eine Gerade bestimmt.) - — Außerdem sind die Neigungswinkel 
zu konstruieren. 

16. Gegeben sind die Projektionen eines Dreiecks^ gesucht die Spuren 
der Dreiecksebene mit den drei Bildebenen sowie die Neigungswinkel. 

16 a. Klappe in Hauptaufgabe 153 und in Übungsaufgabe 16 das 
Spurdreieck um und konstruiere die Winkel zwischen den Geraden in 
wahrer Größe. ^^^) 

17. Gegeben ist eine Gerade (durch Spuren oder Projektion) und ein 
Punkt (durch Koordinaten)^ gesucht die Ebene^, die durch beide bestimmt ist. 

18. Konstruiere die Ebene in Aufg. 154^ Fig. 168 unter Zugrunde- 
legung anderer Streichlinien (frontal^ lateral). 



*) Yergl. die Aufgaben bei Monge, Deskript. Geometrie, I. Kap., No. 14 
bis 22. (Ostwalds Klassiker No. 117.) 
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19. Gregeben sind die Spuren e^ e" einer Ebene^ gesuclit die Pro- 
jektionen eines Punktes (mit zwei gegebenen Koordinaten) in dieser Ebene. 

20. Die Spuren einer Ebene IL werden verlangt^ die durch einen 
Punkt P geht und zwei beliebigen Geraden parallel läuft. (Aufl.: Man 
legt durch P zwei Geraden^ die den gegebenen parallel laufen^ und bestimmt 
die Spuren der hierdurch bestimmten Ebene.) 

21. Die Spuren einer Ebene sind zu finden^ die durch einen Punkt P 
geht und einer Ebene ^ (gegeben durch die Spuren) parallel läuft. 
(Benutze eine Streichlinie durch P^ welche J5J parallel ist.) 

'2'2. Konstruiere Pläne von Gangebenen für verschiedenartige Koordi- 
naten (yergi. Fig. 169). 

23. Bestimme die Scharlinie (yergi. Fig. 170) für yerschiedene Gang- 
ebenen^ namentlich aber für yerschiedene Achsenschnittpunkte. 

24. Bestimme den Scharpunkt (yergi. Fig. 171) für andere Gangebenen^ 
namentlich aber für andere Achsenschnittpunkte. 

25. Vollende die Zifferblätter der Figuren 172b und 172 c. 

26. Konstruiere Sonnenuhren für andere Breiten. 



§ 17. Ebene Körperschnitte. 

Viel wichtiger als die Körper schnitte in Schrägprojektion (yergi. § 6) 
sind diese Gebilde in Normalprojektion^ indem sich die natürlichen 
Dimensionen yiel leichter aus Grund- ^ Auf- und Seitenriß entnehmen 
lassen als aus dem einzigen Schrägbild. Folgendes Beispiel wird sofort 
die Hauptmethoden der Konstruktion zur Erscheinung bringen. 

Aufgabe 159. Gegeben ist ein gerades^ regelmäßiges fünf- 
seitiges Prisma^ gesucht die I^ormalprojektionen eines ebenen 
Schnittes^ der zur Aufebene senkrecht steht und zur Grund- 
ebene unter 50^ geneigt ist. 

Analyse: Die Projektionen des Prismas sind nach § 14 ohne weiteres 
festzulegen (Fig. 173^ auf rd. \ yerkleinert). Wir denken uns nun die 
Schnittebene durch die Mitte M^ der Prismenachse gelegt. Dann ist die 
Aufrißspur e' der Ebene eine Gerade^ die durch die Mitte des Achsenaufrisses 
geht und unter 50^ gegen OX geneigt ist. Die Grundspur e dagegen steht 
auf OX senkrecht. Die Schnittfigur ist ein Fünfeck ÄJiCDE^ dessen 
Grundriß A-^JB^C-^ . . . mit dem Grundriß der Grundfläche zusammenfällt (die 
Punkte der letzteren sind nur beziffert). Die Aufrisse müssen wegen der 
senkrechten Laa'e der Schnittebene sowohl in e' als auch in den Auf- 
rissen der Prismenkanten liegen^ sie sind daher die Schnittpunkte A^^ JB^^ 
Cg . . . beider Linien. 

Konstruktion: Für die Mittelpunktskoordinaten ^q = 23^ <^q = mm 
und ein beliebiges Xq^ sowie für r = 14 und h = 42 mm sind Grund- und 
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Aufriß leiclit zu zeichnen^ wenn man außerdem die in der Figur angedeu- 
tete^ einfache Lage annimmt. Wir legen durch die Mitte M^ im Aufriß 
die Aufrißspur e' der Schnittspur unter 50^ zu OX und durch den 
Achsenschnitt E^^ die Parallele zu Y. Damit ist die Konstruktion im 
engeren Sinne erledigt.-^^^) 

Das Profil der Schnittfigur ist leicht zu erhalten und zeigt die 
Yielecksform in deutlichster Weise. Durch Drehung kann man allge- 
meinere Lagen erhalten. 

Zu den wichtigsten Nebenergebnissen dieser Projektionen gehört die 
I^'etzkonstruktion des geschnittenen Körpers und die Darstellung der 
Schnittfigur in wahrer Größe. Wir wollen hier nur das Netz des unteren 




Fig. 173. 

Mantelteils am Prisma darstellen. Ohne Zweifel läßt sich der Prismen- 
mantel^ wenn man in 3 C aufschneidet^ sofort als eine Kette von Trapezen 
erhalten^ deren Breiten 3—2^ ^~"1; 1—b usf. unmittelbar aus dem Grundriß 
entnommen werden können. Die Parallelseiten 3 C^ 2 B, lÄ usf. der Tra- 
peze sind gleich den entsprechenden Aufrissen 3 Og; 2 B^^ 1^2 • • • '^^^ 
werden sehr bequem durch Übertragungsparallelen (zu OX) nach rechts 
gebracht. Durch Ergänzungen der Netzfigur nach oben und Anlegen des 
regelmäßigen Fünfecks wird das volle Netz erzielt. 

Die Darstellung der Schnittfiguren geschieht hier am einfachsten durch 
Umklappen. Man dreht die Figur ABC . . . (für sich^ ohne den Körper 
zu drehen) um e als Achse nach links ^ bis sie in die Grundebene zu 
liegen kommt. Es fragt sich nun^ wie diese Figur ABC . . . (unten links) 
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festzulegen ist. Wir fassen einen beliebigen Punkt^ etwa D, heraus. Fällt 
man im Räume Yon D das Lot auf e'^ so trifft es diese Spur in dem 
Punkte I)\ der so liegt^ daß D^D' senkrecht zu e steht {23). Bei der 




Fig. 174. 

Drehung um e fällt nun das Lot DD' links von e' in die Verlängerung 
von D^D\ Die Strecke DD' ist aber wegen der einfachen Lage der 
Schnittebene gleich E^D^, so daß D' D = E^D^ aus dem Aufriß ent- 
nommen werden kann^ ebenso M'M== E^3I^ und die übrigen Strecken ent- 
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sprechend den übrigen Punkten. Man fällt also yon A^^ JB^^ C^ . . . die 
Lote auf e\ verlängert sie und schneidet auf ihnen die im Aufriß yon E^ 
aus abgegriffenen Strecken ab bis A, JB^ C^ . . . Das erhaltene Fünfeck 
muß an jede der oberen Begrenzungslinien des Mantelnetzes passen. 

Übungsaufgaben 1 — 4. 

Aufgabe 160. Eine gerade^ regelmäßige^ sechsseitige Pyra- 
mide in vertikaler Stellung wird so geschnitten^ daß die 
Schnittebene zur Aufebene senkrecht steht und einen Winkel 
von 30^ mit der Grundebene bildet; man soll die Schnittfigur 
projizieren^ in wahrer Größe darstellen und den Mantel der 
Pyramide nebst der Schnittlinie abwickeln. 

Analyse: Die Pyramide in Fig. 174 ist in gewöhnlicher Weise pro- 
jiziert. Von den Spuren der Schnittebene ist im Aufriß nur das kleine 
Stück A2D2 gezeichnet^ das den Aufriß der Schnittfigur in sich enthält. 
Ihre Aufrißpunkte sind unmittelbar bestimmt. Für ihren Grundriß hat 
man folgende Orter: Die Grundrisse der Seitenkanten und die Hilfs- 
vertikalen nach der Grundebene. — Zur Darstellung der Schnittfigur in 
wahrer Größe benutze man diesmal die Methode der Drehung^ d. h. man 
drehe diese Figur um eine Achse durch D parallel Y (orthogonale Achse)^ 
bis sie horizontal zu liegen kommt (links herum) und wende das bekannte 
Verfahren mit Hilfe der Verschiebungs-Parallelen an. — Die Abwicklung 
des Mantels selbst hat keine Schwierigkeiten^ da Seitenlinien und Grund- 
kanten unmittelbar der Figur zu entnehmen sind. Hier soll der untere 
Teil des Mantels hervorgehoben werden. Es fragt sich nur, in welcher 
Länge sind die Strecken SB^ SC^ SE . . . ahzuBchneiden, denn nur SD und 
SA sind in wahrer Größe im Aufriß abzugreifen. Als Beispiel wählen 
wir SC und denken uns das Dreieck SNC^) um SN gedreht^ bis es der 
Auf ebene parallel zu liegen kommt; infolgedessen wandert der Raumpunkt 
(7 bis an den Rand des Aufrisses nach C und gibt in S2C' die verlangte 
wahre Länge ^ die man nach C (bezw. E) des Kreis-Sektors übertragen 
kann. Ganz entsprechend verfährt man mit den übrigen Strecken. 

Konstruktion: Für ein beliebiges Xq und für y^ = 25^ -^o "^ 5; r = 20^ 
]i = 40 mm sind zunächst Grund- und Aufriß zu konstruieren. Hierauf drehe 
man die Schnittfigur und denke sie sich dann um eine beliebige Strecke 
nach rechts verschoben^ — die Pfeillinie von I)^ nach rechts gibt die genauere 
Lage an — ^ und übertrage die Punkte A^^ 1^27(^2- -^2 g^n^^ i^ ^.ie horizontale 
Lage. Die Verschiebungslinien in der Grundebene nach rechts und die 
Hilfsparallelen vom Aufriß nach OX geben dann die Schnittfigur J. 5 C. . . 
— ■ Zur Abwicklung beschreibe man um Äg den Kreis mit /Sg 4 als Halb- 
messer und trage die Grundkante in natürlicher Größe sechsmal als Sehne 
ein bis (4); man erhält so sechs Sektoren^ auf denen die wahren Längen 



*) JSf ist ein Achsenpunkt in derselben Höhe wie C. 
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der oberen Kant enab schnitte abzugreifen sind. Man zieht ferner durch 
A2, -Bg? ^2 • • • ^i^ Parallelen zu OX bis zum rechten Rande der Aufriß- 
figur nach Ä'^ S'j C . . .■ und beschreibt mit S^Ä'^ S2B' usf. die Uber- 
tragungsbogen bis zum Schnitte mit den entsprechenden Strahlen zwischen 
den Sektoren. In die Teile der gebrochenen Linie D.^EFA . . . müssen 
die Seiten der wahren Schnittfigur genau passen. 

Übungsaufgaben 5 — 9. 

Aufgabe 161. Durch einen geraden Kreiszylinder in verti- 
kaler Stellung ist ein schiefer Schnitt gelegt^ der unter 30^ zur 



<i) 




Fig. 175. 

Crrundebene geneigt ist^ aber zur Aufebene senkrecht steht; man 
soll die Schnittlinie in wahrer Gestalt darstellen und den 
Mantel mit der Schnittlinie abwickeln. 

Analyse: Die Aufgabe entspricht ganz derjenigen über einen Prismen- 
schnitt. Wir wählen daher eine Anzahl regelmäßig yerteilter Seitenlinien 
(hier 8) heraus und stellen deren Grund- und Aufriß fest (Fig. 175^ auf rd. ~ 
verkleinert). Diese Seitenlinien sind hier beziffert. Der Aufriß des Zylinder- 
schnittes ist eine Strecke A^E^ und muß wegen der orthogonalen Lage der 
Ebene in die Aufrißspur e' der letzteren fallen; der Grundriß fällt mit dem 
Grundkreis zusammen. Damit aber sind die Projektionen der Schnittlinie be- 
stimmt. — Zur Darstellung der Schnittfigur in wahrer Größe könnte man 
wie in den Aufgaben 159 und 160 eine Drehung oder Umklappung vor- 
nehmen. Hier wollen wir ein drittes Verfahren anwenden^ das darin be- 
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stellt^ daß man die Schnittfigur um ihre längste Fallinie ^2^2 ^^ ^^^ 
Schnittebene E so weit dreht^ bis ihre Ebene parallel der Aufebene liegt. 
Die Sehnen BH^ CG und DF der Schnittfigur erscheinen dann nicht mehr 
auf einen Punkt verkürzt^ sondern in ihrer yoUen Länge^ die zugleich ange- 
geben wird durch ihren Grundriß B^ H^ bezw. 6\ G^ usf. Diese Sehnen sind zu- 
gleich Streichlinien (parallel e) und stehen diuiAE^ also auch ^vd A^E^ senk- 
recht. Damit aber sind die Punkte G, H, F festgelegt; in der Fig. 175 ist 
wegen der Symmetrie bloß der hintere Teil der Schnittlinie mit Halb- 
sehnen angegeben. — Die Abwicklung des Mantels erfährt gegen Aufg. 159 
nur insofern eine Änderung, als die Ausstreckung (Rektifikation) des Grund- 
kreises besondere Aufmerksamkeit erfordert. Man ersetzt die irrationale 
Zahl % mit hinreichender Genauigkeit durch 3y^ teilt den Durchmesser 
des Grundkreises in Siebentel und schneidet 3 und y auf OX links neben 
dem Zylinderaufriß ab. Da die Abschnitte 1 Ä^ 2 B^ ?> C, . . . der Seiten- 
linien in natürlicher Größe im Aufriß vorhanden sind^ so hat man für 
die Punkte A, B, C, D^ . . . des abgewickelten Mantels hinreichende Orter. 

Konstruktion: Man legt bei beliebigem x^ für ^^ = 23^ r -- 14, 
h = 43 mm Grund- und Aufriß des Zylinders fest^ zerlegt den Grundriß- 
kreis in acht gleiche Teile und zieht die zugehörigen Aufrisse der Seiten- 
linien. Durch die Achsenmitte M^ legt man die Aufrißspur e' der Schnitt- 
ebene unter 30^ zu OA^und zieht e' . Die Strecke A^E^ mit den Punkten 
B^j C^j B2 usf. gibt den Aufriß der Schnittlinie. — Hierauf errichtet 
man in B^i^H^)^ G^i^G^ und D^iF^ die Lote auf A^E^ und schneidet auf 
ihnen der Reihe nach ab: -B^S^^ l^i^i "^^^ i-^i^i- Damit ist die 
eine Hälfte der Schnittfigur in wahrer Größe dargestellt. — ■ Wir verlängern 
nun zum Zwecke der Abwicklung die Strecke 1 5 im Aufriß nach links^ 
schneiden hierauf 3y-2r ab*) bis (1) und zerlegen 1(1) in acht gleiche 
Teile. Über 1 (1) errichtet man ein Rechteck mit der Höhe h und zieht 
die bekannten acht Seitenlinien, auf denen man vermittelst horizontaler Über- 
tragungslinien die Punkte A^ B^ C, . . . (^) verzeichnet. Legt man durch 
diese Punkte eine stetig; o'ekrümmte Linie, so erhält man die abö'ewickelte 
Schnittlinie. — Das Profil der Schnittfigur ist leicht hinzuzufügen. ^^^) 

Übungsaufgaben 11 — 13. 

Aufgabe 162. Die Zifferblätter einer Horizontal- und Ver- 
tikalsonnenuhr sollen auf Grund von Zylinderschnitten dar- 
gestellt werden. 

Analyse: Wir denken uns in Fig. 172a durch die 24 Punkte 1^ 2, 3 . . . 
der Aquatorialsonnenuhr Parallelen zum Schattenstab m gelegt. Diese 
bilden somit Seitenlinien eines geraden Kreiszylinders mit dem Kreise 
der Aquatorialsonnenuhr als Grundkreis. Der gerade Zylinder aber wird 



*) Die Zerlegung in Siebentel geschieht entweder nach dem gewöhnlichen 
planimetrischen Verfahren oder besser mit Hilfe eines Proportional-Maßstabes. 
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Yon Horizontal- undVertikalebene s cliief gesclinitten in Ellipsen^ deren Mitten 
die Spuren M' und M'" des Scliattenstabes sind (Fig. 176^ auf rd. |- ver- 
kleinert).*) Die Umfangspunkte der Ellipsen sind die Spuren jener 24 Seiten- 
linien mit Horizontal- undVertikalebene^ welch letztere wir als Seiten ebene 
ansehen wollen. Nun sieht man sofort, daß die Schattenlinien auf den beiden 



X(S)^ 




Fig. 176. 

Ebenen die Strahlen sind^ die man von M' und M'" nach den entsprechenden 
24 Umfangspunkten der Ellipse ziehen kann; mit anderen Worten: Die Ziffer- 
blätter sind die Schnittfiguren zwischen Zylinder und Horizontal- bezw. 
Vertikalebene. — Wir leö^en nun zuerst die 24 Seitenlinien im Aufriß fest. 



^•) In Fig. 172 a war diese letzte Spur mit M'' bezeichnet. 
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Der Aufriß M^ M^" des Schattenstabes m ist durch die geographische 
Breite {cp ^ 50^) sofort bestimmt. Die Gegenpunkte 12 und (12) liegen auf 
dem Lote Yon auf M^ M^'" im Abstände des Halbmessers r des Äqua- 
torialzifferblattes Yon M^^ so daß natürlich der Mittagspunkt (12) nach 
fällt. Die 6-Uhr-Punkte fallen im Aufriß mit M^ zusammen. Um die übrigen 
Stundenpunkte zu bestimmen^ erwäge man^ daß es sich um den Aufriß eines 
Kreises handelt^ dessen Ebene zur Aufebene senkrecht steht^ und benutze 
einen Hilfskreis — hier genügt der Quadrant 1\ 2\ 3' . . . 6' — von 
dessen Teilpunkten die Lote nach 12— (12) die weiteren Örter für die 
Stundenpunkte im Aufriß bilden. Die Parallelen zu M^ M^" sind dann 
ebenfalls bestimmt. Anstatt nun die Grundrisse dieser Seitenlinien zu 
suchen^ was zur Bestimmung der Horizontal- und Vertikalspuren nach 
§ 16 nötig wäre^ wollen wir hier ein einfacheres Verfahren zur Best im- 
mung der Schnittellipsen einschlagen. Wir fassen z. B. die Sehne 3—9 des 
Äquatorialzifferblattes ins Auge. Die betreffenden Seitenlinien treffen die 
Grundebene in zwei Punkten^ 3 und 9^ deren Abstand gleich jener Sehne 
sein muß. Dasselbe gilt für alle symmetrisch liegenden Punkte^ somit auch 
für die 6 Uhr-Punkte. Denken wir uns nun die Auf ebene dicht an den 
Strahlenzylinder angelegt^ so liegt der Grundriß des hinteren 6-Uhr-Pu.nktes 
auf OX^ der Grundriß des vorderen im doppelten Abstand des Äquatorial- 
halbmessers von OX entfernt. Durch die Mitte M' läuft der Grundriß m^ des 
Schattenstabes. Die Grundrisse yon 3 und 9 liegen symmetrisch zu M' M^ im 
halben Abstand der Sehne 3—9^ der aus dem Hilfskreis als 3—3' entnommen 
werden kann. Entsprechendes gilt für die übrigen Grundrißpunkte. Um auch 
den Grundriß des Äquatorialkreises festzulegen^ der übrigens nicht zur 
Lösung der engeren Aufgabe nötig ist^ benutzt man die Hilfsparallelen 
nach OX und ebenfalls die genannten Halbsehnen^ was in der Figur nur 
für (12) und (6) angedeutet ist. Der Grundriß des gesamten Strahlen- 
Zylinderstumpfes ist dargestellt durch 0—6—12—6—^^ in dem nur die 
Hälften der Projektions-Ellipsen als sichtbar ausgezeichnet sind. Im Seiten- 
riß verfährt man in ähnlicher Weise. Da wir die Profilebene nach rechts 
gelegt haben^ so klappen wir sie auch nach rechts in die Aufebene und 
finden als Profil des Schattenstabes die Parallele 12— M"' im Abstände r 
von OZ. Diese Parallele dient als Symmetrale zur Festlegung der Stunden- 
punkte 1^2^ 3... Die Profile der Äquatorialstundenpunkte können auch 
hier in (12) ... (6) . . . bestimmt werden. Das Profil des Zylinderstumpfes 
erscheint in der Figur als — (§) — 6 — 12 — 6^ wo wiederum zwei Halb- 
ellipsen als sichtbar ausgezogen sind. 

Konstruktion: Auf dem Achsenkreuz legt man in einem gegebenen 
Punkte M^ auf OX einen Winkel von 50^ an und erhält so M^'\ Dann 
fällt man das Lot OM^, erhält so den Halbmesser r des Äquatorialziffer- 
blattes und bestimmt hier die Zwölf-Uhr-Punkte. Ferner beschreibt man über 
M^—\2 den Kreisquadranten^ zerlegt ihn in sechs gleiche Teile (1'^, 2';, 3' . . .) 
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und fällt die Lote nach 1^2^ 3... Durch diese Punkte legt man die Parallelen 
zu M^M^' und zieht durch die erhaltenen Achsenschnittpunkte die Hilfs- 
parallelen zu y bezw. 0(Y). Weiterhin legt man im Abstände r von 
OX bezw. OZ die parallelen Symmetralen 12—12 und schneidet von ihnen 
aus auf den Hilfsparallelen die aus dem Hilfsquadranten entnommenen Halb- 
sehnen ab. Durch die nunmehr bestimmten Umfangspunkte der Schnitt- 
ellipsen legt man die stetig gekrümmte Linie und zieht die Stundenlinien 
(mit Pfeilen bezeichnet). — Zur Projektion des Äquatorialkreises zieht 
man die Hilfsparallelen nach OX und OZ und schneidet von den bekannten 
Symmetralen dieselben Halbsehnen wie oben ab (ihre Ziffern sind hier 
umklammert). — Um die Zifferblätter an der Sonne zu prüfen^ müßte 
man die Felder XOY und. ZO{Y) ausschneiden^ in F zusammenlegen 
und die Punkte M' und M"' durch einen Stab von der Länge M^'M^'' 
verbinden. Wenn man dann OX in die Richtung des Erdmeridians bringt^ 
dann muß der Schatten die wahre Sonnenzeit angeben.^^^) 

Übungsaufgaben 14^ 15. 

Aufgabe 163. Durch einen geraden Kreiskegel mit verti- 
kaler Achse ist ein schiefer Schnitt derart gelegt^ daß sämtliche 
Seitenlinien getroffen werden: man soll die Iformalbilder der 
Schnittfigur konstruieren. 

Analyse: Die Normalprojektion des Kegels ist ohne weiteres nach 
§ 15 bestimmt. Wir legen der Einfachheit wegen die Schnittebene E senk- 
recht zur Auf ebene (Fig. 177^ auf rd. f verkleinert) unter einer Neigung 
von 45^ zur Grundebene und zwar durch einen beliebigen Punkt H der 
rechten Randlinie; die Spuren seien e' und e/\ Wählt man nun entsprechend 
der Pyramidenaufgabe auf dem Mantel eine Anzahl regelmäßig verteilter 
Seitenlinien heraus (hier zwölf)^ so ergeben die Schnitte ihrer Aufrisse mit e' 
sofort die Aufrißpunkte Ä,2^jB^^C^ . . . der Schnittfigur^ und die vertikalen 
Hilfsparallelen bestimmen die Grrundrißp unkte A^^B^^C^ ... I^ur die mitt- 
leren Seitenlinien S4, imd Ä 10 ergeben im Grundrisse keinen Schnitt^ da 
die betr. Linien zusammenfallen. Um hier D^ und L^ festzulegen^ bedient 
man sich einer Methode^ die überhaupt für alle Punkte der Schnitt- 
linie anwendbar ist^ nämlich der Methode der Parallelschnitte^ 
während wir bisher ausschließlich die Methode der Seitenlinien be- 
nutzten. Legt man nämlich durch D einen parallelen Querschnitt^ so er- 
zeugt er einen Kreis ^ dessen Aufriß eine Strecke ist (in der Figur 177 
nur punktiert^ nicht bezeichnet)^ dessen Grundriß in wahrer Größe erscheint 
und durch den Schnitt mit dem Grundriß der Seitenlinien S4 und Ä 10 
die Grundrißpunkte D^ und L^ bestimmt. Der Schnitt ist hier so aufgefaßt^ 
als stumpfe er den Kegel ab; man erblickt daher die Schnittfigur im Grund- 
riß unverhüllt. Das Profil (vgl. Übungsaufgabe 17) ergibt sich unmittelbar 
aus Grund- und Aufriß. Zur Darstellung der wahren Schnittfigur sind hier 
beide Methoden benutzt^ die Umklappungsmethode (um e' nach Aufgabe 159) 
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und die Drehungsmethode (nach Aufgabe 161). Der Yergleicli beider dient 
als Probe. 

Konstruktion: Bei beliebigem Xq werden die Normalprojektionen 
des Kegels nebst 12 Seitenlinien für y^ == 36^ ^^ = 0^ r = 33^ h = 77 mm 
in bekannter Weise entworfen. Die Länge Hl sei = 50 mm. Man 
zieht durch H2 die Spur e' unter 45^ z.u OX und legt e' senkrecht zu 




Fig. 177. 

OX. Durch die Schnitte Ä^^ JB^^ C^ - -- führt man die Hilfsparallelen bis zum 
Schnitte A^^ B^, C^ . . . mit den entsprechenden Grundrissen der Seitenlinien, 
Für D^ und L^ benutzt man den erwähnten Parallelschnitt. — Dann fällt 
man (nach Aufg. 159) die Lote von Ä-^^B^^C^ . . . auf e' und schneidet von 
hier aus die Längen J5'^ ^2^ ^x^27 ^x^2 ^^^^- ^^ ^i^ Ä^ B^ C . . . der Um- 
klappungsfigur. Andererseits errichtet man im Aufriß die Lote in I^g? ^2; ^2--- 
und schneidet darauf die dem Grundriß entnommenen Hälften der Sehnen 
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Fi^. 17^ 



B^N^, 6\ilii, D^L^. . . ab bis N, M, L . . . Auf diese Weise ist der 
Untere Teil der Schnittfigur in wahrer Größe dargestellt. Daß die Figur 



Hosted by 



Google 



§ 17. Ebene Körperschnitte. 209 

eine Ellipse ist^ hat bereits die Betrachtung des ersten Abschnittes 
(§ 6) gezeigt^^^) — • Das Abwickeln des Mantels (nebst Schnittlinie) ist 
eine einfache Wiederholung der Aufgabe 160. Hierbei wird der Zentri- 
winkel des Abwicklungssektors am besten berechnet*) (nach dem Bogen- 
Proportionalsatz). 

Übungsaufgaben 16^ — 18. 

Aufgabe 164. Durch einen geraden Kreiskegel mit yerti- 
kaler Achse ist ein schiefer Schnitt derart gelegt^ daß er einer 
Seitenlinie parallel läuft; man soll die Normalbilder der Schnitt- 
figur zeichnen. 

Analyse: Die Dimensionen sind ähnlich gewählt wie in der yorigen 
Aufgabe; auch soll der Schnitt in derselben Höhe (oben rechts bei A, 
Fig. 178^ hier unverkleinert) einsetzen und im übrigen parallel Sl gelegt 
«ein. Die Tigur ist außerdem so aufzufassen^ als wenn ein Kegel stumpf 
erzeugt werden soll. Wie in voriger Aufgabe werden die Grund- und 
Aufrißpunkte auf 12 regelmäßig verteilten Seitenlinien bestimmt. Die 
Punkte D^ und H^ dagegen müssen auch hier durch einen Parallelschnitt 
festgelegt werden. — Die wahre Gestalt ist ebenfalls doppelt entworfen^ 
durch eine Umklappung um e' in die Grundebene und eine Drehung um 
AE (im Aufriß). 

Konstruktion: Nach Festlegung von Grund- und Aufriß des Kegels 
schneidet man auf S^ 1 die Länge von 50 mm ab bis A^ und zieht die 
Parallele A^JE^ als Aufrißspur e" der Schnittebene^ woran man die Grund- 
spur e' schließt. Von den Aufrißpunkten A^, B.^? ^2 - • ■ ^^^^^ msna. die 
Hilfsparallelen nach dem Grundriß und erhält A^, B^^ 6\ ... — Für JD^ (H^) 
benutzt man den angedeuteten Parallelschnitt. Zur Darstellung der Umklap- 
pung um e' fällt man youA^^B^^ C^... die Lote auf e' und ihre Verlängerung^ 
worauf man die Längen JE.2^27 ^2^2 j ^2^2 • • • ^^^ ^^^ Aufriß entnimmt 
und von e/ aus nach links abschneidet bis A^ B^ C... Man sieht^ daß die 
Schnittlinie nicht geschlossen ist. — Zur zweiten Darstellung der wahren 
Größe (im Aufriß) errichtet man in .Z?2 (^^2); ^2(^2) • • • Lote auf .^2^2 ^^^ 
schneidet auf ihnen ab die aus dem Grundriß entnommenen Halbsehnen: 
\B^F^, jC-^^G^ usf. — Die Abwicklung des Mantels nebst Schnittlinie 
hat keine Schwierigkeiten (vergl. Übungsaufgabe 20). Die Schnittlinie ist 
eine Parabel (vergl. § 6)}^^) 

Übungsaufgaben 19 — 21. 

Aufgabe 165. Durch einen geraden Kreiskegel mit verti- 
kaler Achse ist ein Schnitt derart gelegt^ daß er parallel der 



*) In der Praxis wird nicht selten auch hier der Durchmesser in 7 gleiche 

Teile geteilt und, entsprechend jc^y, die kleine Siebentelstrecke 22 mal auf 
■dem Bogen des Sektors abgeschnitten. 

Müller u. Presler, Projektionslehre. A. 14 
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Kegelaclise läuft; man soll die Normalbilder der Schnittfigur 
konstruieren. 

Analyse: Der Zeichnung sind die Maßyerhältnisse der letzten Figur 
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ZU Grunde gelegt (Fig. 179). Der Schnitt ist in derselben Höhe (Ji = 46^: 
Seitenlinienstück IP = 4a4 = 50 mm) geführt^ doch so^ daß ein spezieller 
Fall hervortritt^ der die Sclmittlinie ohne weiteres in wahrer Gestalt im 
Aufriß zeigt; der Schnitt ist nämlich frontal geführt^ d. h. vertikal und 
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parallel zur Aufebene. Die Grundspur e' der Ebene läuft dann parallel 
OX, während die Aufspur wegfällt. Hier erscheinen nun die Grund- 
risse A^^ B^^ T)^ . . . der Kurvenpunkte als Schnitte zwischen den be- 
kannten Seitenlinien und der Grundspur e', während die Aufrisse B^, D^. . . 
durch die vertikalen Hilfsparallelen nach den Aufrissen der Seitenlinien be- 
stimmt werden. Um aber A^ festzulegen^ bedarf es wiederum eines 
parallelen Kreis Schnittes^ da die Hilfsparallele versagt. Ahnlich liegen die 
V'erhältnisse für E und J^ die sich nicht auf einer der ausgewählten 
Seitenlinien befinden; als Hilfskreis dient hier der Grundkreis selbst. Zwischen 
B und D zeigt die Schnittlinie eine zu große Lücke ^ als daß sie frei- 
händig ausgefüllt werden konnte. Deshalb wenden wir auch hier einen 
beliebigen Parallelschnitt an^ durch den im Aufriß C^ und G^ mar- 
kiert und im Grundriß durch Hilfskreise (bezw. Parallelen) C^ und G-^ 
festgelegt werden; damit sind auch die Seitenlinien SC und SG' (nur im 
Grundriß vollständig gezogen) festgelegt^ was namentlich für die Abwicklung 
von Vorteil ist. — Diese soll nur für die Vorderfläche des Kegels ausgeführt 
werden. Die Abwicklung ist der Einfachheit wegen so vorgenommen^ daß auf 
dem Sektorbogen ein Siebentel des Grunddurchmessers r elfmal abgeschnitten 
ist {it = ^2). Die Schnittpunkte sind mit (1) • • . (3) . . . (10), (11), 
bezeichnet. — Eine Umklappung der Schnittfigur, einer Hyperbel, ist 
hier natürlich überflüssig (vergl. inbezug auf ihre Eigenschaften § 6). 

Konstruktion: Nachdem die Kegelprojektion einschl. der 12 Seiten- 
linien vollendet ist, legt man im Aufriß die Parallele ^2^2 i^ ^^^ Höhe 
46 mm (bezw. 50 mm Seitenab stand), lotet herab nach P^ und zieht mit 
S^P^ den Kreis. Die Tangente in A^ an diesen Kreis ist die Grundspur e'. 
Von den Schnitten B^^ D^ usf. lotet man herauf und findet Pg; ^2 ^^^- I^ 
mittlerer Höhe zwischen B und I) legt man einen Parallelschnitt, der den 
Aufrißpunkt (>2 ^^^ Rande erzeugt, und lotet von Q^ herab nach Q^. Der 
Kreis mit S^^ Q^ ergibt die neuen Grundrißpunkte C^ und G^ der Kurve, 
von denen aus man durch Heraufloten Cg und G^ findet. Hierauf zieht 
man die Projektionen ä^C", S^G' der Seitenlinien (die Aufrisse sind nur 
zum Teil angedeutet). — Zur Abwicklung beschreibt man um S2 den Kreis 
und schneidet auf dem Bogen y ^on r ab*) bis (11). Dann teilt man 
diesen Bogen in sechs gleiche Teile, die den Seitenlinien 1, 2, 3 ... 7 
entsprechen. Durch eine einfache Umklappung nach Art der Aufgabe 160 
(Fig. 174) überträgt man schließlich die wahre Länge der Seitenlinien- 
abschnitte nach A, B^ C . . . Die Seitenlinien SE^ SJ, SC und SG', 
die nicht zu den ausgewählten gehören, legt man am besten dadurch auf 
dem Bogen des Sektors fest, daß man die Grundkreisbogen 1 Ei^ 1 Cusf. 
in kleinen Stücken auf dem Sektorbogen abschneidet bis E, C . . . ^^^) 

Übungsaufgaben 22 — 24. 

*) Die Berechnung des Zentriwinkels liefert natürlich ein genaueres Er- 
gebnis; unsere Konstruktion v*^eicht nur um rd. 1^ von der Rechnung ab. 

14=' 
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Aufgabe 166. Durch eine Halbkugel sind zwei Vertikal- 
schnitte so gelegt^ daß sie aufeinander senkrecht stehen; der 
eine ist ein Achsenschnitt^ der andere ein seitlicher Schnitt. 
Man soll die Schnittfiguren projizieren. 

Analyse: Die Projektionen der Halbkugel sind durch die Koordinaten 
des Mittelpunktes und den Halbmesser r bestimmt (Fig. 180). Die Spuren e' 
und e' des Achsenschnittes liegen so^ daß e' einen Winkel von cp = 50^ mit OX 
bildet^ während der Seitenschnitt F so geführt ist^ daß die Grundspur /" 

einen Abstand O^D-^ = 
16 mm von dem Verti- 
kaldurchmesser der Ku- 
gelhat. Der Grundriß des 
Achsenschnittes^ der ei- 
nen Großkreis (Meridian) 
erzeugt^ ist A-^F-^^ der 
Grundriß des Seiten- 
schnittes P^ F^ . Um 
nun die zugeordneten 
Punkte in Grund- und 
Aufriß zu finden^ läßt 
uns die Methode der 
Seitenlinien im Stich^ da 
die Kugel doppelt ge- 
krümmt ist. Wir be- 
dienen uns daher aus- 
schließlich der Metho- 
de der Parallel- 
schnitte und markie- 
ren solche zunächst im 
Aufriß bei 5 und 6 in 
beliebigen Abständen 
(hier allerdings sind die 
Abstände gleich ge- 
nommen). Die Sehnen 
durch 5 und 6 im Auf- 
riß liefern durch Herab - 
loten die Grundrisse der Schnittkreise sowie die Schnittpunkte B^^ C^ usf 
auf e' und Q^^ E-^ . . . auf f. Die Hilfsparallelen nach oben bestimmen 
dann B^^ C^ . . . und Q^^ B^ . . . im Aufriß. Der Scheitel N^ des Groß- 
kreises ist ohne weiteres festzulegen und die Pußpunkte Ä^^ F^ des Groß- 
halbkreises sind durch A-^^ F^ und die Lote nach OX zu finden. Der Ast 
A^B.^C^N^ ist sichtbar. Der Schnittpunkt D beider Schnittlinien ist durch 
Herauf loten von B^ genau zu bestimmen. Nun handelt es sich bei 




Fi^. 180. 
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dem seitlichen Kreise um die Festlegung desjenigen Punktes I] wo sich die 
Schnittlinie auf die Hinterseite der Kugel wendet^ nachdem sie in P^^ Q^j ü^) 
Dg; ^2 ^^^ ^^^ Vorderseite lag. Im Grundriß ist der Schnitt 1\ zwischen 
f und i 3 der verlangte Übergangspunkt zwischen dem vorderen und 
hinteren Bogenaste. Lotet man daher von T^ herauf nach dem Umfang 
des Aufrisses^ so erhält man in T^ auch hier den fraglichen Punkt. Die 
Fußpunkte F^ und V^ im Aufrisse sind ebenfalls leicht zu finden. 

Konstruktion: Für ein beliebiges x^ und für ij^ = 40 mm^ ^o ^ ^ sowie 
für r = 26 mm werden zuerst die Normalbilder festgelegt und sodann für 
^ = 50^ und d = O^D^ = 16 mm die Spuren der beiden Ebenen E und F. 
Dann zieht man im Aufriß die Parallelen durch 5 und 6 zu OX, lotet 
herab und beschreibt in der Grundebene die Kreise um 0^ mit 0^ 5 
bezw. OjL 6. Hierdurch sind auf dem Großkreise die Grundrisse Ä^, B^... 
N-^j E^ . . . F^ gefunden und auf dem Seitenkreise die Grundrisse F^^ Q^ . . . 
^i; ^1- ^^^ diesen Punkten lotet man nun herauf nach den Parallelen 
durch 5 und 6 und bekommt so die zugehörigen Aufrisse. Die Hilfs- 
parallele von 1\ nach OX liefert noch F^^) Der Kreis um 0^^ der 
durch D^ geht (nur im Grundriß gezeichnet)^ gibt in seinem Aufrisse die 
Scheitelhöhe des Seitenkreises an.^^"^) 

Übungsaufgaben 25 und 26. 

Aufgabe 167. Durch eine Kugel sollen drei ebene Schnitte 
so gelegt werden^ daß sie ein sphärisches Dreieck mit gegebenen 
Seiten {a, h, c) begrenzen. 

Analyse: Wir wollen die Konstruktion auf eine Halbkugel be- 
schränken und den Grundkreis dieser Halbkugel als ersten Schnitt ansehen^ 
der die Seite a des sphärischen Dreiecks enthält (Fig. 181 a^ etwas verkleinert). 
JB^C^ sei der Grundriß von a^ B^ C^ der Aufriß; der Zentriwinkel O^B^C^ gibt 
demnach den Winkel^ der a entspricht. Wir denken uns nun auf der räum- 
lichen Kugel um C einen Kreis beschrieben^ der den sphärischen Abstand 
1) hat^ sein Grundriß sei B-^ S^] die Bogen C-^B-^^ und C^S^ haben dann die- 
selbe Länge wie b. Dieser Kugelkreis BS (im Räume) ist nun der geo- 
metrische Ort für alle Kugelpunkte ^ die von C den gleichen sphärischen 
Abstand h haben.*"^) Wenn man in entsprechender Weise um B als Pol 
einen Kugelkreis mit c als sphärischem Halbmesser beschreibt^ dann erhält 
man in FQ den geometrischen Ort für alle Kugelpunkte^ die von B den 
gleichen sphärischen Abstand c haben. Die Bogen jB^P^ = B^Q^ sind die 
wahren Längen von c. Die Strecken B^ S^ und P^ Q^ aber liefern die Grundrisse 
der genannten Orter. Sie stehen senkrecht auf den zugehörigen Halbmessern 
(Achsen) C^ 0-^ und B^ 0^ . Da^ wo beide Orter einander schneiden^ 
liegt die dritte Ecke Ä des sphärischen Dreiecks. Der Schnitt J.^ von B^S^ 

*) Die Figur ÄFF auf der Kugel ist ein sphär. Dreieck. 
**) Man nennt C den Pol des Kreises BS und CO die zugehörige Achse. 
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und PiQi ist clemnacli der Grundriß von A. Die Schenkels eiten AB und 
AC des sphär. Dreiecks werden nun durch Großkreis schnitte erzeugt^ die 
durch -A und den Halbmesser ©deinerseits^ anderseits durch ^und den Halb- 
messer CO bestimmt sind. Ihre Grundrisse sind Ellipsen^ die sich in diesem 
Falle sehr einfach für sich zeichnen lassen. Die große Achse der einen 
liegt auf O^B^- die wahre Länge des Lotes A^L ist ÖiA somit ist durch 
A^L: Q^L das Verzerrungsverhältnis q für diese Ellipse gegeben^ wonach sie 
sofort konstruiert werden kann (§ 3). Die andere Ellipse hat die große Achse 
auf C-^ 0^ und ihr Verzerrungsverhältnis q ist entsprechend gegeben durch 




181a und b. 



A^M'.S^M. Damit wäre der Grundriß A^B^C^ des sphär. Dreiecks be- 
stimmt; die sphär. Höhe von A auf BC hat zum Grundriß A-^^Q-^^. — Der 
Aufriß A^B^C^ wird dadurch bestimmt^ daß man vermittelst einiger passen- 
den Parallelschnitte; z. B. durch E^ D usf. die zugeordneten Aufrißpunkte 
sucht. — Da die Schrägbilder sphärischer Dreiecke nicht selten in den 
Lehrbüchern der Stereometrie unvollkommen oder gar falsch "gezeichnet 
sind; so wollen wir unmittelbar im Anschluß an Fig. 181a noch das Schräg- 
bild des betr. Dreiecks für q = |; co = 45^ nach § 14 Aufg. 121 , Fig. 141b 
entwerfen. ^^^) 

Konstruktion: Die Achse OX gehe (wegen des später zu ent- 
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werfenden Schrägbildes) durch die Mitte der Halbkugel. Für r = 26 mm 
und die zugehörigen Mittelpunktskoordinaten sind die Projektionen der 
Kugel sofort zu zeichnen. Dann lege man a = 57 ^ so in den Grundkreis 
ein^ daß B^C^ parallel OX zu liegen kommt (aus Bequemlichkeits- 
gründen). Ferner schneide man von C^ beiderseits h = 13^ bis R^ und S^ 
«owie Yon B^ aus die Bogenstrecke c = 106^ bis P^ und Q^ ab. Weiter 
ziehe man die Sehnen P^Qi bezw. R^S^ und bestimme die Schnittpunkte 
Ä-^^y L und ilf . Die Strecken Ä^L und Ä^M dienen nun zur Bestimmung 
des Verkürzungsyerhältnisses bezw. zur Konstruktion der EUipsenbogen 
Ä^B^ und Ä-^^C^ (nach § 3 Aufg. 17). — Man beschreibt sodann um 0^ 
einige Kreise als Grundkreise yon Parallelschnitten und lotet 'herauf nach 

o ,1 

dem Aufriß um die zugehörigen Aufriß strecken zu finden. Auf diesen 
horizontalen Strecken erhält man dann die geforderten Aufrißpunkte^ wenn 
man von E^^ J\, H^ bezw. D^, G^^ J^ und B^^ 6\^ Q^ die nötigen Hilfs- 
parallelen zieht. Der Bogen A^ Q2 ist der Aufriß der Höhe des sphä- 
rischen Dreiecks. 

Das Schrägbild wird folgendermaßen bestimmt. In einer Nebenfigur 
(181b)*) zieht man eine neue OX- Achse für sich. Man fällt dann von den 
Hauptpunkten im Grundriß der Fig. 181a die Lote auf die alte OX^ z. B. von 
A^ nach Ä', von B^ nach B\ von C^ nach C^ von D^ nach D' u^f. Diese 
Achsenpunkte Ä\ B\ C\ D' . . . werden sämtlich in wahren Verhältnissen 
auf OX in Fig. 181b eingetragen nebst dem Durchmesser 13 des Grund-, 
kreises. Hierauf zieht man durch die erhaltenen Punkte die Strahlen 
unter 45^ und schneidet die aus Fig. 181a entnommenen Hälften von A^^\ 
B^B' usf. in Fig. 181b beiderseits ab (wegen q = j). Hiernach zeichnet 
man das elliptische Bild des Grundkreises in bekannter Weise. Schließlich 
:zieht man durch die Bildpunkte Ä^^ D^^ E^ , . . der Fig. 181b die Verti- 
kalen und schneidet auf ihnen die aus dem Aufriß der Fig. 181a ent- 
nommenen Höhen (>^-Koord.) in wahrer Länge ab. Das Bild des sphä- 
rischen Dreiecks ABC mit seiner Höhe AQ tritt auf diese Weise plastisch 
hervor. 

Übuno-saufö'aben 27 — 30. 

Aufgabe 168. Ein sphärisches Dreieck ist in normaler Pro- 
jektion zu konstruieren aus zwei Seiten (h^ 6) und dem einge- 
schlossenen Winkel (a). 

Analyse: In Fig. 182 ist eine Halbkugel in Grund- und Aufriß dargestellt. 
Der Einfachheit halber legen wir die Seite c = A^B^ in den Grundkreis der 
Halbkugel^ wo sie in natürlicher Größe erscheint* A^ liege ganz vorn^ und wir 
denken uns zunächst in A-^ den Winkel a angelegt. Dieser erzeugt einen 
Großkreis mit dem Grundriß J.^ C^ (r^ 4^ dessen Aufriß als Strecke ^2 ^2 derart 
liegt^ daß Winkel 3A^Gr^ gleich dem gegebenen a ist. Beide^ A^G^ 



^) Am einfachsten, wie hier, dicht neben dem Aufriß. 
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und .^2^2; iiefern je einen Ort für die Ecke C^ bezw. C^] dabei ist die Bild- 
Ellipse Ä^ G^4c entweder als Schnittfigur (durcli Parallelschnitte) oder aus dem 
Verzerrungsverhältnis M^G^ : -M^ 3 zu konstruieren. Um einen zweiten 
Ort für C-^ zu finden^ denke man um Ä als Pol den Kreis EF gelegt^ 
dessen Grundriß E^F^ ist^ wobei A-^^E-^ = A^F^ = l und j.^ 4 die Polachse 
des betr. Kreises ist. Der Schnitt 6\ zwischen A^G^ und E^F^ bestimmt 
die dritte Ecke des Dreiecks^ dessen dritte Seite B^G^ nun noch fest- 
zulegen ist. Bogen B^C^ ist ein Stück eines Großkreises BGB mit dem 
Durchmesser B^B^. Fällt man nun yon 6\ das Lot auf B^B^, das B^B^ 
in H und den Grundkreis in J zwischen A^ und B^ schneidet (hier nicht 





gezeiclmet) ^ so ist durch HC^ : HJ in bekannter Weise das Verzerrungs- 
yerliältnis q der Ellipse gegeben^ woraus diese jederzeit konstruiert werden 
kann. Der Aufrißbogen B^C^ ist durch Parallelschnitte festzulegen. 

Konstruktion: Nach Festlegung der Halbkugelprojektion schneidet 
man c = ^^J5^ (=45^) ab und lotet nach J-2 ^^^ -^2- Hierauf zieht man 
durch A^ den Strahl unter a = b2^ Neigung zu OX bis G^ und lotet 
herab bis G^ . Zu den Achsen Ä-^ 4 und M^ G-^ konstruiert man nun den 
EUipsenbogen und schneidet yon A^ beiderseits 6 (= 55^) ab bis E^ und F^. 
Vom Schnittpunkt C^ zwischen E^F-^ und dem EUipsenbogen fällt man 
das Lot auf i^j^D-^ bis zu den Punkten ^und t7und konstruiert den EUipsen- 
bogen B^C^B^. P^ und Pg sind durcli einen Parallelschnitt bestimmt. 

Übunö-saufg-abe 31 und 32. 
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Aufgabe 169. Ein sphärisches Dreieck soll in normaler 
Projektion aus zwei Seiten {a und V) und einem Gegenwinkel 
(/3) konstruiert werden. 

Analyse: Wir denken uns das gesuchte Dreieck ABC so gelegt^ 
daß BC(a) im Grundkreise liegt (Fig. 183) und daß sein Grundriß JB^G^ 
in wahrer Größe erscheint. An BC denken wir uns ferner ß angelegt. 
Sein Schnittkreis mit der Halbkugel sei im Grundriß durch die Ellipse 
B^G^^ im Aufriß durch die Strecke i?2 6^9 niarkiert; letztere macht den 
gegebenen Winkel ß mit OX^ wenn B wie in der Figur ganz vorn ange- 
nommen wird. Dieser Schnittkreis ist der erste Ort für Ä, Wir ziehen nun 
den Durchmesser C^D^. Betrachtet man G als Pol eines Kreises mit dem 
sphärischen Halbmesser h und schneidet man von G aus beiderseits h ab 
bis E^ und F^^ so ist die Strecke E^I\ der Grundriß dieses Kreises. 
Derselbe Kreis ist zugleich der zweite Ort für Ä, daher ist der Schnitt Ä^ 
zwischen der Ellipse B^G^ und der Strecke E^F^ der Grundriß des dritten 
Dreieckpunktes. Um die dritte Seite Ä^G-^ festzulegen^ beachte man^ daß 
man durch F^F^ zugleich das Verkürzungs Verhältnis LÄ^iLF^ kennt^ 
wodurch die Konstruktion der Ellipse G-^A^D-^ gesichert ist. Zu bemerken 
ist endlich^ daß F^F^ noch einen zweiten Schnittpunkt A' (näher an E) 
mit BG erzeugt^ so daß zwei Lösungen vorliegen. — Die Bestimmung des 
Aufrisses geschieht wie in voriger Aufgabe. 

Konstruktion: Man legt im Aufriß den Winkel ß in M^ an OX 
bis (rg; lotet herab bis G-^ und konstruiert die Ellipse B^G^ auf Grund 
des Verhältnisses 31^ G^ : M^ 3. Dann schneidet man a von B^ aus. 
ab bis G^ und zieht den Durchmesser G^D^. Ferner greift man von 
G^ aus h ab bis E^ und F^ und zieht E^F^ bis zum Schnitte A^ (bezw. 
A-^'^ nicht gezeichnet) mit Bogen B^G^. Schließlich konstruiert man die 
Ellipse G^A-^B^ auf Grund des Verhältnisses LA^iLE^. Durch Herauf- 
loten werden JLg; ^2 ^^^ ^2 (letzterer durch Parallelschnitt) und damit 
der Aufrißbogen ^3-^2 ^2 bestimmt^ während die anderen Seiten geradlinig 
erscheinen. ^^'^) 

Übungsaufgaben 33 — 37. 

IJbungsauf gaben.*) 1. Konstruiere für regelmäßige gerade Prismen 
(3-;, 4-^ 6-seitige) die Normalbilder ebener Schnitte unter verschiedenen 
Neigungswinkeln^ doch so^ daß die Schnittebenen senkrecht zur Auf- 
ebene stehen (Abwicklung und Profile!). 

2. Wie in Nr. 1^ doch soll die Schnittebene senkrecht zur Grund- 
bezw. Profilebene stehen. 

3. Löse die Aufgaben wie in Nr. 1 und 2 bei anderer Stellung der 
Prismenachse (statt vertikal: orthogonal oder brachial). 



*) Sämtliche Schnitte können durch Drehung in allgemeinere Lagen ge- 
bracht werden, worauf hier ein- für allemal hingewiesen wird. 
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4. Lege schiefe Schnitte in obiger einfacher Lage durch Würfel und 
Krystallprismen verschiedener Art. 

5. Zeichne die wahre Schnittfigur (Fig. 174) nach dem Uniklappungs- 
ver fahren der Hauptaufgabe 159. 

6. Konstruiere für regelmäßige gerade Pyramiden (3-^ 4-^ 5-seitige) die 
l^ormalbilder ebener Schnitte unter verschiedenen Neigungswinkeln^ doch 
SO; daß die Schnittebenen senkrecht zur Aufebene stehen (Abwicklung 
nnd Profile!). 

7. Führe wie in IsTr. 6 die Konstruktion aus^ wenn die Schnittebene 
senkrecht zur Grund- bezw. Seitenebene steht. 

8. Löse die Aufgaben wie in ISTr. 6 und 7 für andere Stellungen der 
Pyramidenachse (statt vertikal: orthogonal oder brachial). 

9. Lege schiefe Schnitte in einfacher Lage durch das reguläre Okta- 
eder und durch Krystall-Doppelpyramiden verschiedener Art. 

10. Zeichne die wahre Schnittfigur (Fig. 175) nach dem Verfahren 
der Hauptaufgaben 159 und 160. 

11. Konstruiere für gerade Kreiszylinder die Normalbilder ebener 
Schnitte unter verschiedenen Schnittwinkeln, doch so^ daß die Schnitt- 
ebenen zur Aufebene senkrecht stehen (Abwicklung und Profil!). 

12. Wie in Nr. 11^ indessen soll die Schnittebene senkrecht zur Grund- 
bezw. Seitenebene stehen. 

13. Löse die Aufgaben 11 und 12 für orthogonale oder brachiale 
Stellungen des Zylinders. 

14. Konstruiere die Zifferblätter auf Grund der Hauptaufgabe 162 
für andere geographische Breiten. 

15. Wickle den in der Hauptaufgabe 162 (Übungsaufgabe 14) pro- 
jizierten^ zweimal schief abgeschnittenen Zylinder ab und prüfe die Grenz- 
figur. 

16. Stelle die wahre Gestalt der Ellipse (Fig. 177) auch nach dem 
Umdrehungsverfahren mit Verschiebung (Fig. 174) dar. 

17. Zeichne das Profil der Fig. 177 und wickle den Mantel ab. 

18. Lege die Schnittebene E in Fig. 177 senkrecht zur Aufebene unter 
verschiedenenen Neigungen und in verschiedenen Höhen (z. B. durch die 
Mitte der Kegelachse). 

19. Stelle die wahre Gestalt der Parabel (Fig. 178) auch nach dem 
Umdrehungs verfahren mit Verschiebung (Fig. 174) dar. 

20. Zeichne das Profil von Fig. 178 und wickle den Mantel nebst 
Schnittlinie ab. 

21. Lege die Schnittebene der Parabel in verschiedenen Höhen. 

22. Konstruiere die Hyperbel für eine Schnittebene ähnlich wie für 
die Parabel in Fig. 178^ nur soll der Schnitt natürlich zwei Seitenlinien 
parallel laufen (nebst Umklappung und Abwicklung). 
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23. Suche die Projektionen des Hyberbelastes auf dem Scheitel- 
kegel für Hauptaufgabe 165 und Übungsaufgabe 22. 

24. Führe die Hauptaufgabe 165 bezw. Übungsaufgabe 22 in yer- 
schiedenen 'Höhen aus. 

25. Konstruiere Fig. 180 für die YoUkugel. 

26. Lege verschiedene Ebenen durch die Kugel^ die (wie beim Kegel 
der Fig. 177 und 178) senkrecht zur Aufebene stehen. 

27. Konstruiere Fig. 181 für die Vollkugel (mit sämtlichen Ellipsen). 

28. Wähle für die Konstruktion der Fig. 181 solche Seitenlangen^ daß 
die Höhe ÄQ zwischen B und (7 fällt. 

29. Zeichne zu dem sphärischen Dreieck Fig. 181 das Polardreieck. 

30. Zeichne die Projektionen eines sphärischen Dreiecks^ wenn a^ ß, y 
gegeben sind. (Benutze die Polarecke ^ yergl. Holzmüller^ Elementarmath. 
III, 102.) 

31. Zeichne Fig. 182 für die Vollkugel (mit sämtlichen Ellipsen). 

32. Konstruiere zu Fig. 182 das Schrägbild (nach Aufg. 167). 

33. Projiziere ein sphärisches Dreieck, wenn gegeben sind «, /3, y. 
(Benutze das Polardreieck.) 

34. Die Fig. 183 soll als Vollkugel mit sämtlichen Ellipsen gezeichnet 
werden. 

35. Entwirf das Schrägbild der Figur 183. 

36. Projiziere ein sphärisches Dreieck aus a, a^ ß (durch das Polar- 
dreieck). 

37. Bringe die sphärischen Dreiecke der letzten Figuren durch Dreh- 
ung in allgemeinere Lagen. 

§ 18. Körperdurchdringungen. 

Die Darstellung von Körperdurchdringungen (vgl. § 7) ist eine Verall- 
gemeinerung der Lehre von den Körper schnitten. Stellen wir uns z. B. 
zwei Vielflächner (Polyeder) vor, die einander durchdringen, so hat man 
eigentlich nichts anderes zu tun, als die Schnittlinie jeder Fläche des 
einen Körpers mit jeder des anderen zu bestimmen und hieraus die 
Durchdringungsfigur zu zeichnen. Bei dieser allgemeinen Fassung des 
Problems erfordert die Ausführung sehr umständliche Konstruktionen. 
Für einfache Lagen der Durchdringungskörper, wie sie hier ausschließ- 
lich angenommen werden, bedient man sich auch einfacher Hilfsmittel, 
insbesondere bevorzugt man die schon aus dem vorigen Paragraphen be- 
kannten Parallelschnitte, welche man je nach der Eigenart der Körper 
horizontal oder vertikal führt. 

Aufgalbe 170. Gegeben sind zwei quadratische, gerade Pris- 
men, die einander senkrecht durchdringen, gesucht die Normal- 
projektionen der Durchdringungslinie und das Netz des einen 
Prismas. 
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Analyse: Wir nehmen an^ das Prisma mit der Grundfläclie 12 34 
stehe vertikal und über Eck^ während das zweite Prisma mit der etwas 
kleineren Grundfläche 5 6 7 8 brachial liege^ wie Fig. 184 zeigt. Die Achsen 
der Prismen treffen einander in der Mitte M. Denkt man sich nun einen 
Horizontalschnitt durch M gelegt^ so trifft er das horizontale Prisma in 
den Seitenkanten 6 und 8^ während das vertikale Prisma in einem Quadrate 
geschnitten wird^ dessen Grundriß durch 123 4 angegeben wird. Der 
gegenseitige Schnitt in A-^ und C^ ergibt bereits zwei Grundrißpunkte der 
Durchdringungslinie ^ zu denen durch Herauf loten die Aufrißpunkte A^ 
und Cg leicht zu finden sind. Auf der linken Seite des vertikalen Prismas 
ergeben sich symmetrische Punkte (hier nicht bezeichnet). — Ein Hori- 




Fig. 184. 

zontalschnitt durch die Seitenkante 7 erzeugt im vertikalen Prisma wiederum 
ein Quadrat mit dem Grundriß 12 34. Der Schnitt B^ im Grundriß 
zwischen diesem Quadrate und dem Grundriß der Seitenkante 7 ist daher 
wiederum leicht bestimmbar^ ebenso wie sein symmetrischer Punkt links. 
— Schließlich genügt noch ein Horizontalschnitt durch die Seitenkante 5^ 
um die letzten Punkte D usf. festzulegen. Hiermit aber ist die Durch- 
dringungslinie fest bestimmt^ da ihre einzelnen Teile geradlinig sind. 

Konstruktion: Nachdem die Körper in der bekannten Weise pro- 
jiziert sind (vgl. § 14)^ werden genau in der durch die Analyse gegebenen 
Reihenfolge die Punkte A^^ C-^, B^ und D^ bestimmt und durch Herauf- 
loten die entsprechenden Aufrisse markiert. Die geradlinigen Verbin- 
dungen ergeben die gesuchten Projektionen. — Die Netzkonstruktion 
(rechts vom Aufriß) ist hier für das vertikale Prisma ausgeführt. 
Die Seitenflächen des Prismas^ das längs der vorderen Seitenkante 2 auf- 
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geschnitten ist^ werden bei der Abwicklung einfach nebeneinander gelegt. 
Die Punkte B und I) z. B. lassen sich unmittelbar (nach rechts) durch 
Hilfsparallelen zu OX übertragen. Um A in das N'etz einzutragen^ ent- 
nimmt man aus dem Grundriß die Strecke 2 A^ und trägt sie nach 2{Ä). 
Das Lot in {Ä) und die Parallele durch A^ bestimmen dann A. Ähnlich 
wird G im Netz bestimmt. 

Übungsaufgaben 1 — 4. 

Aufgabe 171. Eine quadratische^ gerade Pyramide wird von 
einem quadratischen Prisma quer durchbohrt; gesucht sind die 
Projektionen der Durchdringungslinie. 

Analyse: In Fig. 185a ist die Pyramide mit der Grundfläche 12 34 
in die Grundebene über Eck gestellt^ und auch das Prisma zeigt in bra- 
chialer Lage die Ansicht über Eck^ seine Grundfläche sei 5 6 7 8. Die 
Körperachsen schneiden einander. 
Die Bestimmung der Körperprojek- 
tionen erfolgt nach § 14. Zur Fest- 
legung der (geradlinigen) Durch- 
dringungsfigur legen wir zuerst 
einen Horizontalschnitt durch die 
Seitenkanten 6 und 8 des Prismas. 
Er trifft das Prisma in eben die- 
sen Seitenlinien^ deren Projektionen 
bereits Yorhanden sind^ und erzeugt 
mit der Pyramide einen quadrati- 
schen Schnitt^ dessen Aufriß F^ Q^ 
eine Strecke ist. Der Grundriß 
wird durch die Hilfsparallelen nach 
OX bestimmt (hier ist nur P^ mar- 
kiert). Als Orter für die Durch- 
dringungsp unkte A-^^^ C^ usf. hat 
man daher die Grundrisse der 
Seitenkanten 6 und 8 und den 
Grundriß des genannten Quadrates. 
Durch Herauf loten von A-^ und C^ 
nach dem Aufriß sind nun rück- 
wärts wieder A^ und Cg bestimmt. Fig. 185 a. 
Auf der linken Seite der Pyra- 
mide ergeben sich symmetrische Punkte. — Ein Horizontalschnitt durch 
die Dachkante 7 des Prisma ergibt unmittelbar B^ und durch die Hilfs- 
parallele B^. Endlich läßt sich noch yermittelst eines Horizontalschnittes 
durch die Kielkante 5 der Punkt D bestimmen. Auf der linken Seite sind 
die Verhältnisse durchaus symmetrisch. 

Konstruktion. Von den Aufrißpunkten i?2; ^2 ^^^- ^oiet man herab 
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und markiert B^^ D^ usf. Dann zieht man Yon F^i^Q^ die Hilfsparallelen 
nach OX bis zum Schnitte F-^(^Q-^) mit dem Grundriß der Seitenkante 7 
und konstruiert den (punktierten) Grundriß des Schnittquadrates. Seine 
Schnitte A-^ und 6\ mit den Seitenkanten 6 und 8 schließen die Projektionen 
A^B^C^D^ und A.2B.^C^B^ der rechten Durchdringungsfigur ab. — Die 
•Netzkonstruktion in Fig. 185b ist nur für die Pyramide angedeutet: 
sie verlangt zunächst die Abwicklung des Mantels^ indem man um S den 
Kreisbogen mit der Pyramidenkante als Halbmesser beschreibt; diese Kante 
wird in wahrer Länge dem Aufrisse entnommen. Dann trägt man die 
Grundkante^ deren wahre Länge der Grundriß gibt^ viermal in den Bogen 
ein. Auf den Seitenkanten S2 und S4 kann unmittelbar die wahre 
Länge SB bezw. SI) aus dem Aufrisse abgegriffen werden. Um A zu 

übertragen^ konstruiert 
man zuerst Grund- und 
Aufriß der Seitenlinie 
SB durch Af") Aus 
dem Grundriß S-^Bi-^ und 
dem Aufriß S^B^ erhält 
man durch Drehung des 
zugehörigen Achsen- 
schnittes die wahre 
Länge SBi' (konstruiert 
durch den punktierten 
Bogen von Bi^ aus)^ auf 
welcher die wahre Länge 
von SA als S^A' abge- 
griffen werden kann. 
Man macht nun in Fig. 181b IBi gleich IBi^ des Grundrisses und 
schneidet auf SBi die wahre Länge SA = S^A' ab. Entsprechend be- 
stimmt man C und die Punkte des zweiten Durchdringungs-Vierecks. 
Übungsaufgaben 5 — 9. 

Aufgabe 172. Eine Durchdringung von Prisma und Zylinder 
in einfacher Lage ist zu projizieren. 

Analyse: Wir denken uns den Zylinder vertikal und auf der Grund- 
ebene stehend (Fig. 186). Er wird von einem horizontalen quadratischen 
Prisma in der Mitte 31 durchbohrt und zwar so^ daß die Prismenachse 
orthogonal liegt. Der große Durchmesser des Prismas ist kleiner als der 
Durchmesser des Zylinders. Der Vollständigkeit halber soll auch der 
Seitenriß hinzugezogen werden. Ein Horizontalschnitt durch 3£ erzeugt 
im Zylinder einen Kreisschnitt und im Prisma die beiden Seitenlinien 
durch 4 und 2^ so daß sofort G^ und C\ sowie G^ und Cg bestimmt sind. 




^•) Im Grundriß der Pig. 185a geht S-^^B-^ leider nicht genau durch Ä^. 



Hosted by 



Google 



18. Körperdurchdringungen. 



223 



Die beiden Horizontais chnitte durch die Dachkante 1 und die Kielkante 3 des 
Prismas ergeben ebenfalls ohne Schwierigkeit die Projektionen der Punkte A 
und E] auch die übrigen zugeordneten Punkte werden in Grund- und Aufriß 
auf dem Quadrate J-gCg^görg ^^^ ^^^^ Bogen Ä^C^E^G^ (bezw. dem ent- 
sprechenden Bogen auf der hinteren Seite) ohne weiteres zu finden sein^ 
Will man aber die Punkte im Seitenriß genau bestimmen^ so bedarf es. 
noch weiterer Horizontais chnitte^ Yon denen hier nur noch zwei als Bei- 
spiel gelegt sind^ nämlich solche in mittlerer Lage über und unter 31. Die 
Projektionen B^^ D^, H^ und F^ bezw. B^, H^^ D^ und F^^ sind nun ähnlich 




Fig. 186. 

wie vorher zu bestimmen, während die Profilpunkte durch die Hilfs- 
parallelen nach der Profilebene zu finden sind. 

Konstruktion: Die Projektion der beiden Körper an und für sich 
ist nach § 14 und 15 zu bewerkstelligen, und die einfach zu legenden Hori- 
zontalschnitte ergeben mit Hilfe der Parallelen des Projektionsdiagramms 
die Durchdringungslinien ^ die im Profil am plastischsten hervortreten. — 
Hier ist nun noch die Abwicklung des Prismas vorgenommen^ die man 
am einfachsten an den Grundriß schließt. Der Prismenmantel ist in der 
Seitenlinie 1 aufgeschnitten und stellt sich als Rechteck mit vier kongruenten 
Streifen dar^ deren Breite aus dem Aufriß entnommen werden kann. 

Auf die Seitenlinien 1^ 2^ 3^ 4^ (1) des Mantels werden unmittelbar 
durch Verschiebungsparallelen die wahren Längen O, 2Cj 3jB usf. aus. 
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dem Grundriß übertragen. Nun schaltet man noch die mittleren Seiten- 
linien durch B, C, D . . . ein^ deren Lage ebenfalls aus dem Aufrisse genau 
bestimmt werden kann^ und überträgt auch hierhin aus dem Grundriß. 
Übungsaufgaben 10 — 13. 

Aufgabe 173. Die Durchdringungslinie zweier Kreiszylinder 
soll normal projiziert werden. 

Analyse: Die Durchdringung sei nach Fig. 187 exzentrisch. Im 
übrigen stehe der eine Zylinder vertikal auf der Grundebene ^ während 

der andere ihn in halber 
Höhe brachial und ex- 
zentrisch durchdringt. 
Legt man durch die Mitte 
N des zweiten Zylinders 
einen Horizontalschnitt^ 
so erzeugt er auf diesem 
Zylinder die Seiten- 
linien 6 und 8 und auf 
dem ersten Zylinder ei- 
nen Kreis ; hierdurch 
hat man hinreichende 
Orter für A und E 
(links) ^ somit auch für 
Ä-^ und E-^^ bezw. für ^2 
und E^ durch die Hilfs- 
parallelen. Den höchsten 
und tiefsten Punkt der 
Durchdringungskurve 
legt man fest durch 
Horizontais chnitte^ die 
durch die höchste und 
tiefste Seitenlinie (7 und 
5) des brachialen Zy- 
linders gehen. Um nun 
einen beliebigen Zwi- 
schenschnitt (deren man 
natürlich mehrere le- 
gen muß) zu verwerten^ 
bedarf es einer beson- 
deren Überlegung^ wenn 
man nicht das Profil heranziehen will. Denken wir uns einen solchen 
Schnitt^ der im Aufriß die Seitenlinienprojektionen 9 und 10 erzeugt und 
hierdurch unmittelbar je einen Ort für B^ und Dg liefert^ dann handelt es 
sich nunmehr darum^ die zugeordneten Punkte B^ und D^ zu bestimmen. Man 
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denkt sich den Halbkreis OPBQ in wahrer Größe dargestellt^ hier im Grund- 
riß als O^PBQ] in diesen trägt man die aus dem Aufriß bekannte Strecke 
O2P2 als O^S ein und erhält so die Punkte P und Q^ yon denen aus die 
zugeordneten Seitenlinien 9 und 10 im Grundriß als weitere Orter für B^ 
und D^ festzulegen sind. Die vertikalen Hilfsparallelen geben die zweiten 
Örter für B^ und D^- Die angegebene Hilfsfigur ersetzt das Profil, dessen 
Entwurf häufig zu zeitraubend ist. Für die untere Seite des brachialen 
Zylinders werden entsprechend die Punkte F und H in ihren Projektionen 
bestimmt. 

Konstruktion: Der Gang der Analyse gibt hier genau den Gang 
der Zeichnung an. Zur genauen Bestimmung der Kurve bedarf es, wie ge- 
sagt, mehrerer Schnitte zwischen den Grenzlagen. Man beschreibt daher 
den Halbkreis um 0^ und schneidet auf O^B außer O^S noch mehrere 
aus dem Aufriß zu entnehmende Höhenstrecken ab. Von einer Netzfigur 
ist hier abgesehen; ihre Konstruktion ist nach dem Vorhergehenden ohne 
Schwierigkeit. 

Übungsaufgaben 14 — 16. 

Aufgabe 174. Ein quadratisches Prisma durchdringt einen 
Kreiskegel zentral; man soll die drei Normalbilder der Durch- 
dringungskurye konstruieren. 

Analyse: Die drei Normalprojektionen von Prisma und Kegel (Fig. 188) 
erledigen sich nach § 14 und 15. Zur Bestimmung der Durchdringungs-Kurve 
dienen zunächst (wie bei voriger Aufg.) die Horizontalschnitte durch die Seiten- 
kanten 1, 2, 3 und 4 des Prismas. Da man auch hier noch einige Zwischen- 
schnitte nötig hat, so bedient man sich, wie bereits in voriger Auf- 
gabe angedeutet wurde, des Profils. Ein Zwischenschnitt, der durch die be- 
liebig gewählten Seitenlinien 5 und 6 des Prismas geht, markiert sofort 
im Profil die Punkte B^ und F^ der Durchdringungskurve. Derselbe 
Schnitt erzeugt mit dem Kegel einen Kreis, dessen Grund- und Aufriß 
leicht (bei L^ und Zg) bestimmt werden kann. Somit hat man für B^ 
und F^ als Orter den Grundriß dieses Kreises und die Hilfsparallelen von 
i?3 und jFg nach der Grundebene. B^ und F^ aber sind bestimmt durch 
die Parallele in ig ^^ OX und die Hilfsparallelen aus dem Grundriß. 
Man hätte des Profils entbehren können, wenn man, wie in voriger Auf- 
gabe, eine Hilfsfigur benutzt hätte. Durch Umklappung (diesmal im Auf- 
riß) ist der halbe Querschnitt des Prismas als ISC'B' dargestellt 
Der Zwischenschnitt erzeugt B'^ und es ist nun einfach, von hier aus die 
entsprechenden Grundrisse der Seitenlinien 5 und 6 festzulegen. Der Ver- 
gleich beider Konstruktionen zeigt die wesentliche Vereinfachung nach der 
letzteren Art. 

Konstruktion: Hier ist zunächst zu beachten, daß die unteren Teile 
der Durchdringungskurve (gestrichelt) eine größere Anzahl von Z wisch en- 

M Uli er u. Presler, Projektionslehre. A. 15 



Hosted by 



Google 



226 



ir. Abschnitt. Senkrechte Parallelprojektion. 



sdinitten erfordern als die oberen. Alles übrige zeigt die Figur. Die 
Abwicklung der Netzfigur stützt sich ganz auf Fig. 185. 
Übungsaufgaben 1 7 — 2 1 . 




Aufgabe 175. Die zentrale Durchdringung zwischen einer 
Kugel und einem regelmäßigen^ sechsseitigen Prisma ist zu pro- 
jizieren. 

Analyse: Die Kugel (Fig. 189) befinde sich in halber Höhe des ver- 
tikal auf der Grundebene stehenden Prismas. Die punktweise Bestimmung 
der Durchdringungskurye kann nach der bisher angewandten Methode 
der Horizontalschnitte geschehen. Hier soll nun eine verwandte Methode 
benutzt werden^ die in vielen Fällen schärfere und raschere Punktbestim- 
mungen liefert^ nämlich die Methode der Vertikalschnitte. Denken 
wir uns z. B. durch die Prismenachse einen frontalen Vertikalschnitt ge- 
legt^ so trifft er auf dem Prisma die Seitenkanten 3 und 6^ und auf der 
Kugel erzeugt er den frontalen Großkreis LFC^ dessen Projektionen 
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A^i^i ^^^^ L2F2C2 leicht bestimmbar sind. Diese Örter bestimmen die 
Punkte C und F in ihren Projektionen. — Ein zweiter vertikaler Frontal- 
schnitt trifft z. B. die Prismenkanten 1 und 2 und schneidet die Kugel in 
einem Kleinkreis^ dessen Halb- 
messer von M^ aus durch eine 
Hilfsparallele bestimmt ist. 
Durch diese Orter findet man 
die Kurvenpunkte Ä und JB 
in ihren Projektionen. Die 
Kurvenstücke auf der Yor der- 
und Rückfläche des Prismas 
sind Kreisbogen und erschei- 
nen auch als solche; anders 
steht es mit den seitlichen 
Kreisbogen^ die als EUipsen- 
bogen erscheinen. Um diese 
punktweise festzulegen^ be- 
dient man sich einiger fron- 
taler Zwischenschnitte; ein 
solcher (beliebig herausge- 
griffen) sei ein Schnitt^ der 
im Grundriß die Strecke 
N^P^^ im Aufriß den Klein- 
kreis JVg Q2 P2 erzeugt. Hier- 
durch werden wiederum zwei 
Punkte P und Q oben an der 
Kugel bestimmt;, denen noch 
zwei andere unten entspre- 
chen. Auf der Rückseite der 
Körperkombination verfährt 
man in symmetrischer Schnitt- 
ordnung zur weiteren Punkt- 
bestimmung. 

Die Konstruktion ist 
hiernach unmittelbar aus der 
Figur klar. 

Übungsaufgaben 22 — 25. 

Aufgabe 176. Kugel 
und Zylinder durch- 
dringen einander; ge- 
sucht wird die Durch- 
dringungskurve in ihren 
Normalprojektionen. 




Fio^. 189. 



15^== 
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Der Zylinder (Mittelpunkt M) stehe vertikal^ die Kugel (Mittelpunkt 0) 
sei in halber Höhe exzentrisch gelegt (Fig. 190). Wir legen auch hier 
frontale Vertikalschnitte zur Bestimmung der Kuryenpunkte. Ein solcher 
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Schnitt durch die Seitenlinien 5 und 7 des Zylinders erzeugt den Kugel 
kreis durch L, dessen Projektionen durch L^ und L^ sofort zu finden sind. 
Damit sind auch die Kuryenpunkte A und E bestimmt. — Die beiden 
Vertikalschnitte durch die Zjlinderseiten 6 und 8 ergeben durch Ver- 
mittlung Yon P^^ Pg usf. die Kuryenpunkte C und H. Als Schnitte zwischen 
diesen Grenzschnitten sind noch solche durch NBD, JG und KOF (letztere 
durch die Kugelmitte) herausgegriffen^ wodurch die Projektionen B^D^^ 
J-^G-^y K^F^ usf. bestimmt sind. Hieraus ist das Weitere der Konstruktion 
leicht zu verstehen. 

Übungsaufgaben 2Q — 29. 

Aufgabe 177. Kugel und Kegel durchdringen einander ex- 
zentrisch; man soll die Projektionen der Schnittkurve pro- 
jizieren. 

Die Methode der Vertikalschnitte verbietet sich hier (Fig. 191) von selbst^ 
da z. B. die Schnittlinien frontaler Ebenen mit dem Kegel im allgemeinen 
Hyperbeln darstellen. Wir kehren daher zur Methode der Horizontalschnitte 
zurück und legen zunächst den Schnitt durch den Äquator 1, 2^ 3^ 4 der 
Kugel^ dessen Grundriß sofort in 1^ 2^ 3^ 4 der Grundebene bestimmt ist. 
Der Kreisschnitt des Kegels geht im Aufriß durch Z^^ im Grundriß durch L^ 
(hier nur zum Teil gezeichnet). Die beiden Orter ergeben zwei Kurvenpunkte^ 
von denen nur G {G^^ G^) in der Figur markiert ist. Weiterhin legen wir 
einen Horizontalschnitt etwas tiefer^ etwa durch T{T^ und einen ent- 
sprechenden um dieselbe Strecke höher durch üili^)- Sie erzeugen im Aufriß 
die Strecken T^U^ und Il^S^, im Grundriß drei Kreise um 0^ bezw. M^-^ 
der erstere geht durch T^{Il-^, die letzteren durch S^ bezw. IJ-^. Hier- 
durch sind die Punkte i;(E,, E,^, F {F^, F,\ sowie B{B^, B^) und C{C^, 6\) 
bestimmt. In der Figur ist noch ein höherer Schnitt durch P gelegt^ der 
den oberen Teil der Schnittkurve bei A^ D und Q deutlicher machen soll. 
— Die weitere Ausführung der Konstruktion ergibt sich von selb st. ^^^) 

Übungsaufgaben 30 — 34. 

tlbimgsaiifgaben.*) 1. Zeichne zu Fig. 184 das Netz des horizon- 
talen Prismas. 

2. Bestimme die Durchdringung der Aufgabe 170 für den Fall; daß 
die Prismen kongruent sind (mit Netzkonstruktion). 

3. Führe die Durchdringung der Aufgabe 170 für horizontale und 
laterale Lage des Kreuzes aus. 

4. Konstruiere Durchdringungen für regelmäßige und gerade Prismen 
mit 3 und 6 Seiten bei senkrechter Durchkreuzung und zwar bei folgen- 
der Lage des Kreuzes: a) frontal^ b) horizontal^ c) lateral. (Berücksichtige 
auch exzentrische Durchdringungen.) 



*) Die Profilprojektionen sind nicht überall in den Hauptaufgaben berück- 
sichtigt, können aber hier als Übungsaufgaben hinzugezogen werden. 
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5. Zeiclme zu Fig. 185 a das Xetz des Prismas. 

6. Bestimme die Durchdringung der Aufgabe 171 für den Fall^ daß 
die Pyramide vollständig (in zwei getrennten Teilen) durchbrochen wird. 

7. Führe die Durchdringung der Aufgabe 171 für horizontale und 
laterale Lagen des Kreuzes (bezw. der Körperachsen) aus. 

8. Konstruiere senkrechte Durchdringungen für regelmäßige und ge- 
rade Prismen mit ebensolchen Pyramiden (von verschiedener Seitenzahl) 
für frontale^ horizontale und laterale Lagen des Kreuzes der Körper-Achsen. 
(Zeichne auch exzentrische Durchdringungen.) 

9. Durchdringungen von Pyramiden mit Pyramiden in einfachster Lage 
sind darzustellen.*) 

10. Zeichne zu Fig. 186 das Netz des Zylinders. 

11. Bestimme die Durchdringung der Aufgabe 172 für den Fall^ daß 
die großen Durchmesser der Querschnitte gleich sind^ und wickle ab. (Be- 
rücksichtige auch exzentrische Dur eh. dringungen.) 

12. Konstruiere Durchdringungen für verschiedenartige^ regelmäßige^ 
gerade Prismen und gerade Kreiszylinder bei senkrechter (zentrischer oder 
exzentriscber) Durchkreuzung für frontale^ orthogonale oder laterale Lage 
des Kreuzes. 

13. Einfache Durchdringungen von Zylinder und Pyramide sind zu 
projizieren (vergl. Fig. 185). 

14. Zeichne zu Fig. 187 der Aufg. 173 die JN^etzliguren beider Zylinder. 

15. Projiziere das Zylinderkreuz der Fig. 187 für zentrale Durch- 
dringung und endlich für kongruente Zylinder. 

16. Erteile durch Drehung um eine vertikale Achse dem Zylinder- 
kreuz der Fig. 187 eine allgemeinere Lage. 

17. Zeichne zu Fio*. 188 der Aufg;. 174 die Netzfiö'uren von Prisma 

o o o 

und Kegel. 

18. Konstruiere die Fig. 188 in exzentrischer Durchdringung. 

19. Benutze für Aufg. 174 andere einfache Stellungen und andere 
regelmäßige Prismen. 

20. Stelle die JSTormalprojektion einer einfachen Durchdringung von 
Kegel und Pyramide dar. 

21. Ebenso für Kegel und Zylinder^ sowie für Kegel und Kegel. 

22. Konstruiere die Durchdringungskurve der Fig. 189 auf Grund 
von Horizontalschnitten. 

23. Wickle in Fig. 189 das Prisma nebst Durchdringungsfigur ab. 

24. Zeichne die Durchdringung der Aufgabe 175 für exzentrische 
Lage und für andere regelmäßige Prismen. 

25. Stelle eine Durchdringung von Kugel und Pyramide in einfacher 
Lage dar. 

*) Da diese Aufgabe schon größere Schwierigkeiten bringt, so sind nur 
die leichtesten Fälle auszuwählen. 
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26. Konstruiere die Durclidringungskurve der Fig. 190 auf Grrund von 
Horizoiitalschnitten. 

27. Wickle in Fig. 190 den Zylindermantel (nebst Durclidringungs- 
kurve) ab. 

28. Zeichne die Durchdringung von Aufg. 176 zentrisch. 

29. Konstruiere die Durchdringungslinie der Fig. 190 so^ daß sie 
nicht in zwei getrennten Teilen^ sondern zusammenhängend erscheint. 

30. Wickle in Fig. 191 den Kegelmantel mit der Durchdringungs- 
kurye ab. 

31. Zeichne Fig. 191 für zentrische Lage. 

32. Konstruiere die Aufg. 177 für eine solche exzentrische Lage, daß 
nur eine (zusammenhängende) Schnittkurye erscheint. 

33. Projiziere die Durchdringungskurye zweier Kugeln. 

34. Konstruiere für einige der Durchdringungen des § 18 die Schräg- 
bilder auf Grund der Normalprojektion. 



§ 19. Schattenkonstruktionen. 

Bei den bisherigen projektivischen Konstruktionen war das Vorstellungs- 
Termögen fortwährend genötigt^ aus den Bildern heraus die räumliche 
Gestaltung des Gregenstandes (Originals) immer wieder neu zu erzeugen^ 
und darin liegt zum Teil der hohe bildende Wert dieses Zweiges der Stereo- 
metrie. Ohne Zweifel wird diese Wiedererzeugung wesentlich erleichtert^ wenn 
man an den Bildern Licht und Schatten in derselben Verteilung anbringt^ 
wie sie das Original zeigt. Denkt man sich^ daß z. B. in Fig. 129 von links 
oben her*) Sonnenstrahlen kommen^ so wird auf der Grundebene ein 
Schlagschatten entstehen^ dessen Anblick zur klareren Auffassung der 
körperlichen Verhältnisse beiträgt. Dazu kommt noch der Eigens chatten 
des Körpers^ d. h. die Gesamtheit der unbestrahlten Flächen (yergl. auch 
Fig. 2). Wir ersehen hieraus^ daß die Schlagschattenbilder nichts anderes 
«ind^ als Schrägbilder^ die hier unter einem neuen Gesichtspunkte auf- 
treten. Zunächst nämlich betrachten wir nicht bloß das Schattenbild in der 
Auf ebene (Wands chatten)^ was genau den früheren Schrägbildern ent- 
sprechen würde^ sondern wir beyorzugen in erster Linie den Schatten in der 
Grundebene (Grund- oder Bodenschatten). Ferner setzen wir hier durch- 
gängig die Normalprojektionen des betr. Gegenstandes als gegeben yor- 
auS; und endlich bestimmen wir die Strahlenrichtung nicht auf Grund 
der bekannten A'^erzerrungszahlen (f2' und oj)^ sondern in einer besonderen 
Weise^ die durch die erste Hauptaufgabe erklärt werden wird. Wie bei der 



*) Wir wählen hier die Lichtstrahlen meist in der Eichtung von links 
oben im Gegensatz zu den Projektionsstrahlen der Schrägbilder, die gewöhn- 
lich yon rechts oben orenommen wurden. 
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Normalprojektion beginnen wir aucli hier mit dem Punkte^ schreiten 
dann fort zu Linien und Flächen, um schließlich mit Körpern abzu- 
scliließen. 

Allfgalbe 178. Gegeben ist ein Punkt durch Grund- und Auf- 
riß; ecesucht wird der Schlaö'schatten auf einer der Bildebenen 
für eine bestimmte Strahlenrichtung."^) 

Analyse: Wir denken uns zunächst den Zusammenhang der Gebilde 

im Schrägbilde. Fig. 192a 
(1^ 45^) zeigt den undurch- 
sichtigen Punkt P mit seinen 
Normalprojektionen P^ und 
Pg- Die Richtung der als 
vollkommen parallel aufge- 
faßten Sonnenstrahlen be- 
^ stimmen wir dadurch^ daß 
wir annehmen^ ihre Normal- 
projektionen (.s\ und S2) haben 
gegebene Neigungswinkel 
{co^ und CO2) zur A'^-Achse. Der 
Schlagschatten von P ist 
dann nichts anderes als die 
Grundspur S' des Strahles s}^^) 
Die Lösung der Aufgabe be- 
ruht daher nach den Lehren 
des § 16"^*) darauf^ zu den 
Normalprojektionen einer Ge^ 
raden (hier des Sonnenstrah- 
les) die Grundspur zu suchen. 
— Denkt man sich ferner die 
Grundeb ene E^ durchsich- 
tige so entsteht auch in der 
Auf ebene IlJ^ ein Schatten S'\ 
der als Aufs pur aufzufassen 
ist. Nun wissen wir^ daß 
S' und S'' eindeutig bestimmt 
sind durch s^ und ^2 und die 
Hilfsparallelenvon denAchsen- 
schnittpunkten S2 und S-^'\ 

Konstruktion: Im 
offenen Dreikant (Fig. 192b) 
erfolg:t die Zeichnung: folQ:en- 




Fig. 192 a. 




Fig. 192b. 



*) Yergl. die Schattenkonstruktionen im Anhang zu § 6. 
**) Im allgem. genügt zumVerständnis des § 19 die Kenntnis der Aufg. 149, § 16. 
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dermaßen. Man legt zunächst die Normalprojektionen (P^ ^ Pg) durck 
ihre Koordinaten (x = 18, y = 21^ z = 20 mm) fest und zieht durch 
P-^ und Pg die Strahlprojektionen 5^^ und s^ unter den gegebenen Winkeln 
(hier g)^ = 28^^ cag = 40^). Die Hilfsparallelen durch die Ächsenschnittpunkte 
ergeben dann in S' und S'' die gesuchten Schatten (Grund- und Wand- 
schatten). Ist die Grundebene undurchsichtige so ist nur S' ein wirk- 
licher (reeller) Schatten^ dagegen S'' ein gedachter (virtueller) Schatten. 
Bei geeigneter Lage von P kann der Wandschatten reell und der Grund- 
schatten virtuell werden. 

Übungsaufgaben 1 — 3. 

Aufgabe 179. Gegeben sind die Projektionen einer Strecke^ 
gesucht der Schlagschatten. 

Analyse: In Fig. 193a sind bei offenem Dreikant die Normal- 







(a) 



(h) 
Fio-. 193. 




Projektionen A^B^ und A^JB^^ gegeben. Ferner werden hier sowie 
auch meist für die Zukunft die Neigungswinkel co^ = ca^ = 45* 
angenommen^ eine Übereinkunft; die eine große Vereinfachung der Kon- 
struktion im Gefolge hat. Im allgemeinen muß der Schlagschatten^ da er 
durchaus den Gesetzen der schrägen Parallelperspektive unterworfen ist 
(vergl. § 11); selbst wieder eine Strecke sein^ die bestimmt ist durch die 
Schlagschatten von zweien ihrer Punkte. Es handelt sich hier also nur 
darum^ die Aufg. 178 zweimal zu Lösen. 

Konstruktion: Man zieht durch A-^ und B^, A.^ und P^ die Strahl- 
projektionen unter 45^ zu OX bis zum Schnitte mit der X-Achse in ^Ig'^ 
B^ usf. und legt die Hilfsparallelen bis zum Schnitte A' und B' in der Grund- 
ebene. Hier ist nur der Grundschatten A' B' reell. (Wo liegt der virtuelle 
Wandschatten?). — In Fig. 193b ist die Strecke AB im Räume so hoch 
gelegt^ daß der Wand schatten reell ist. Die Konstruktion ist ohne wei- 
teres verständlich. (Wo liegt der virtuelle Grundschatten?) — Die Fig. 193 c 
endlich zeigt eine solche Wahl der Koordinaten für A und B^ daß der 
Grundschatten AB' zum Teil reell^ zum Teil virtuell wird; dasselbe gilt 
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im Ä'' B'\ Somit ist der gesamte Schlags cliatten zum Teil Grunds chatten^ 
z. T. Wands cliatten. Beide Teile müssen einen Punkt der X-Achse gemein 
haben. Bei der 'Konstruktion sind daher nur die Stücke Ä' X und B' X 
auszuziehen. Die Linie JL'Xi^'' heißt der gebrochene Schatten yon AB. 

Übungsaufgaben 4 und 5. 

Allfgalbe 180. Gegeben sind die IN^ormalprojektionen eines 
Dreiecks^ gesucht sein Schlagschatten (co^^ = CO2 = 45^). 

Wenn die Projektionen des Dreiecks (etwa durch die Koordinaten 
der Eckpunkte) gegeben sind^ dann bedarf es nur noch der dreimaligen 
Anwendung der Grundkonstruktion (Aufg. 178)^ um den Schatten festzu- 
legen. Hiernach ist Fig. 194 entworfen^ die keiner weiteren Erläuterung 





Fio-. 194. 



Fig. 195. 



bedarf. Der Schatten fällt hier ganz in die Grundebene. Bei anderer 
Wahl der Projektionen würde er yielleicht ganz in die Aufebene gefallen 
sein. Für den Fall einer Schattenbrechung ist man genötigt^ sowohl 
den Grundschatten als auch den Wandschatten für sich zu konstruieren 
und die Achsen-Schnittpunkte festzustellen^ um zu sehen ^ wo die reellen 
Teile der Schatten auf OX zusammenstoßen. 

Die Schattenkonstruktionen für regelmäßige Vielecke (Quadrate und 
dergi.) haben nun keine Schwierigkeiten mehr^ da sie nur Wiederholungen 
einer und derselben Grundaufgabe (178) sind. 

Übungsaufgaben 6 und 7. 

Aufgabe 181. Man soll den Schlagschatten eines Kreises in 
Frontallage darstellen (ca^ = ojg = 45^). 

Die Normalprojektionen des gegebenen Kreises sind in Fig. 195 in 
bekannter Weise dargestellt. Die Gesamtheit der Lichtstrahlen^ die den 
Rand des Kreises streifen^ bildet einen schiefen Kreiszylinder. Der Schatten 
ist daher nichts anderes^, als der Schnitt der Bildebene (hier JE^) mit dem 
schiefen Kreiszylinder ^ somit eine elliptische Figur. Diese kann nur 
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punktweise festgelegt werden. Wir wählen dalier auf dem Kreismnfang 
eine ausreichende Anzahl (8) regelmäßig verteilter Punkte^ legen ihre 
Projektionen fest und konstruieren nach Äufg. 178 die Schattenpunkte. 

Übungsaufgaben 8 und 9. 

Aufgabe 182. Der Schlagschatten eines Würfels in einfacher 
Lage soll konstruiert werden (co^ = cd^ = 45^). 

Analyse: Der Würfel (Fig. 196a) sei so gestellt^ daß die Kanten 
den Projektionsachsen parallel laufen. Die Normalprojektion ergibt nach 
§ 14 den Grundriß A^B^G^D^ ... 
und den Aufriß Ä^B^ C^D^... Die 
Lichtstrahlen sollen diesmal yon 
rechts oben (nicht von links 
oben) kommen. Man hat nun^ den 
8 Eckpunkten des Würfels ent- 
sprechend^ die Grundkonstruktion 
(Aufg. 178) achtmal auszuführen, 
wobei zu beachten ist^ daß die 
gesuchten Grundspuren nicht immer 
in den sichtbaren Teil der Bild- 
ebene fallen. 

Konstruktion: In Fig. 196a 
ist zunächst nur der Grund- 
schatten gezeichnet^ indem durch 

A^ und JLg; -^1 ^^^ ^2; ^'1 ^^^ 
Cg usf. die Strahlprojektionen unter 
45^ Neigung zu OX gezogen sind. 

Durch die Achsenschnittpunkte JLg'; 
B.2y C^ . . . (nur zum Teil bezeich- 
net) legt man dann die Hilfs- 
parallelen und erhält so die Schatten- 
spuren Ä, B\ C ... Bei S^iB) 
und 0^2' (-^2) i^^ ^^^ beachten^ daß 

die Hilfsparallele nach oben bis H' bezw. G' gezogen werden muß; es 
entstehen hier yirtuelle Schattenpunkte. Der Gesamt-S chatten in der Grund- 
ebene wird eingeschlossen durch AB' B' G'IL' I)'\ der sichtbare Teil ist 
schraffiert^ er berührt in P^ die X-Achse. Schaut man in der Richtung 
der schattenwerfenden Lichtstrahlen^ so sind sichtbar die Deckfläche 
BCGH, die Vorderfläche ABCB und die rechte Seitenfläche BBGC, 
was im Schatten durch Strichpunktlinien angedeutet ist. 

In Fig. 196b ist die Konstruktion für den Wand schatten ausgeführt. 
Hier werden nur die Schattenspuren G'' und H' in der gewöhnlichen 
Weise von den Achsenschnitten G-^' und H^' aus gefunden. Bei den übrigen 
Spuren zieht man die Hilfsparallelen nach unten und erhält so die 




F]V. 196 a. 
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jyi^:.x,_._.^^,- ^. 



yirtuellen Schattenpunkte Ä''^ B'\ Cj I)'\ JE''^ F'\ Der Umriß des VVancl- 
schattens erscheint auch hier sechseckige der reelle Teil ist schraffiert; er 
reicht bis F Q^ einer Strecke^ die in beiden Konstruktionen Fig. 196a und b 
übereinstimmen muß (vergL Übungsaufgabe 10). Das Auge^ das in der 
Richtung der Lichtstrahlen blickt (ähnlich wie bei Schrägbildern)^ erblickt 
die kongruente Vorderfläche AJBGDj die Deckfläche FC GH und die 
rechte Seitenfläche BF CG] in der Tat wird man an das Schrägbild 
eines Würfels erinnert für cd = 45 ^ und für q etwa = |- . Wir wollen nun 

die Frage entwerfen: Wie 
müssen wir die Richtung 
derLichtstrahlen wählen^ 
damit ein schräges Schat- 
tenbild für 03 = 30^ und 
g = ~ zum Vorschein 

TT"/- /„ ; .' ; kommt? 

^ ^c; : -■ ^^^^ g ^^ .^^ der Ver- 

zerrungswinkel Yon 30^ nichts 
anderes als der mit cog be- 
zeichnete Neigungswinkel des 
Strahlenaufrisses gegen OX^ 
und 0[ = \ gibt den Keigungs- 
winkel i^ der Lichtstrahlen 
gegen die Auf ebene ^ denn 
cot i2 = Q_ == 1; somit % = 
12^ rd. Wir haben daher 
Yon einem solchen Strahle 
gegeben: den Neigungswinkel 
zur Auf ebene und den Nei- 
gungswinkel seines Aufrisses 
zu OX] wir suchen den Nei- 
gungswinkel co^ seines Grund- 
risses zu OX (und nebenbei auch den Neigungswinkel i-^ des Strahles selbst 
zur Grrundebene). Denken wir uns der Einfachheit halber einen Strahl p 
(im Raum) durch (Fig. 196 c links)^ so ist der Aufriß 2h festgelegt durch 
cj^ = 30 ö. Wählt man nun einen beliebigen Punkt F mit dem Aufriß F^ 
aus^ so läßt sich das Raumdreieck FF^O in wahrer Größe durch Um- 
klappen darstellen^ denn OF^ ist beliebig angenommen und Winkel P P^ 
ist der bekannte Neigungswinkel ^ = '*^2^- Hierdurch bekommt man in 
FF^ die Y-Ko Ordinate yon P^ so daß nunmehr auch der Grundriß P^ und 
damit üj-^ bestimmt werden kann. Den Neigungswinkel ?\ endlich findet 
man durch Umklappen des Dreiecks FOF^. — Diese Analyse liefert 
folgende Konstruktion : 

Man zieht p.^ unter cog == 30^ gegen OX5 klappt das Dreieck FOF^ 



&^- 



^ 




Fio^ 196b. 
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in einem 







OP, 



beliebigen 



in die Aufebene ^ indem man 

Lot auf Pg erricbtet und in 

trägt. Die Strecke (P) Pg ist die F-Koordinate von 

nun die Hilfsparallele P^P^ ^^^ macht P^P^ = (P)P2. 



Punkte Pg das 
den Winkel % = '^^^ ^^~ 
P Man zieht 
Zieht man end- 
lich OP^^ so ist Winkel P^OP^ der gesuchte Winkel ca^ (die Messung 
ergibt 74^). Um nebenbei auch den Neigungswinkel i^ zu erhalten^ klappt 
man das Dreieck POP^ in die Grundebene^ indem man in P^ das Lot 
auf OP^ errichtet und P^(P) = P.j,P^ (Z-Koord. von P) macht. Winkel 
(P) OP^ ergibt i^ (durch Mes- 
sung: 9^). Letzterer gibt zu- 
gleich die Höhe li der Sonne 
über dem Horizonte an^ wäh- 
rend ca^ den Azimut^ von OX 
(Ost) nach Y (Süd) gerech- 
net^ darstellt. Die Rechnung er- 
gibt bekanntlich dasselbe (vgl. 
§ 11). Nachdem nun in j)^ und 
2^2 die Richtungen der Strahl- 
projektionen gefunden sind^ 
braucht man nur noch durch 
die 8 Punkte der Würfel- 
projektion die Linien unter 
einer Neigung von co-^ und cog 
zu ziehen (ist hier nur für P 
vollständig geschehen)^ um 
das Wandschattenbild Ä' B'' 
CD' . . . vollständig zu er- 
halten. Eine vergleichende 
Messung zeigt sofort, daß ein 
Schrägbild der bekannten Art 
für CO = 30^ und q = ^ Yor- 
liegt (vgl. Fig. 4 a). 

Wir haben somit für die 
Erzeugung von Schrägbildern -^-^ ^^^^ 

drei Methoden kennengelernt. 
Zunächst benutzten wir die 

elementare Methode im L Abschnitte (§ 1 bis 11)^ die für einfache 
Lagen zu bevorzugen ist; dann die allgemeine Methode auf Grund der 
Normalprojektion (vgl. Abschn. I § 11^ sowie Abschn. H Aufg. 127^ Fig. 
141b und Aufg. 167^ Fig. 181b); endlich die allgemeine Schattenmethode 
hier in Aufg. 182. Von den beiden allgemeinen Methoden verdient die 
erstere den Vorzug, da sie den geringsten Aufwand an Arbeit verlangt. 
Übungsaufgaben 10 — 13. 
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Aufgalbe 183. Schlag- und Eigenschatten einer seclis- 
seitigen^ regelmäßigen Pyramide sollen dargestellt werden 
(ca^ = (Dg = 45). 

Analyse: Da bei Schatten -Konstruktionen die Betrachtung der 
pyramidalen Formen einfacher ist als die der prismatischen^ so kehren wir 
den bisherigen Stufengang (vom Prisma zur Pyramide bezw. vom Zylinder 
zum Kegel) um. Die Pyramide (Fig. 197) stehe auf der Grundebene 

und zwar so^ daß eine der 
Grundkanten parallel X 
laufe; außerdem ist die Py- 
ramide der Auf ebene so nahe 
gerückt^ daß der reelle Schat- 
ten der Spitze auf diese Wand 
fallen muß. Die Hauptaufgabe 
178 ergibt sofort die nötigen 
Orter für den Grundschatten 
S' und den Wandschatten S'' 
der Pyramidenspitze. Da der 
Grundschatten der Boden- 
fläche mit dieser zusammen- 
fällt^ so müssen die Grenzen 
des Grundschattens durch die 
Randlinien S' C^ und S' I\ 
gebildet werden^ d. h. S'C^ 
ist der Grundschatten von 
SC"^) und S'F^ der Grund- 
schatten von SF'^ somit liegt 
der Eigens chatten des Kör- 
pers auf den Flächen SCD^ 
SDEundSEF. Die Seiten- 
kanten SC und SF bilden 
hierbei die sog. Dämme- 
rungslinie. Ferner schneidet 
der Grundschatten der Pyra- 
mide die X-Achse in F und Q-^ hier bricht daher der Grundschatten ab 
und geht nach oben in den Wandschatten über. 

Konstruktion: Die Bestimmung von S' und S"' geschieht sofort 
dadurch^ daß man durch S-^ und Ä^ die Strahlprojektion unter 45^ Nei- 
gung gegen OX zieht; die Strahlenspur S' fällt hierbei auf den hinteren 
Teil der Bildebene. Die reellen Teile der Schatten sind schraffiert; außer- 




■•••) Zu beachten ist, daß die Randlinie S' C^ gerade die Linie C\IJ-^ streift, 
so daß Fläche SCD noch in den Schatten fällt. 
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dem sind im Grundriß Schlag- imd Eigens chatten durch die Schraffen- 
richtung möglichst unterschieden. 

Übungsaufgaben 14 und 15. 

Aufgabe 184. Ein sechsseitiges Prisma steht auf der Grund- 
ebene^ man soll Schlag- und Eigenschatten konstruieren (co^ = 
«2 == 45^). 

Analyse: Die Stellung des Prismas ist zufällig so gewählt (Fig. 198)^ 
daß Grund- und Wandschatten des Punktes ^4 auf OX fallen (Ä' und J"). 
Der Grundschatten Ä' 

lyC ... ist daher fast f, A, E, B, D, C, 

YoUständig virtuell^ nur 
das Stückchen Ä\A'') 
B' Q ist reell. Dagegen 
erweist sich der Wand- 
schatten JL^X^O ^ " t'^'- • • 
fast ganz reell^ nur Ä' 

(A')B''Q erscheint vir- 
tuell. Die Randlinien 
B,B' und E^E' be- 
ojrenzen den Grund- 
schatten nach den Seiten 
hin und zeigen, daß die 
Seitenflächen bei BC^ 
CD und DE Eigen- 
schatten haben. Bei P 
und Q bricht der reelle 
Teil des Grundschattens 
ab^ sodaß der Anschluß 
an den Wandschatten 
unmittelbar vorliegt; ein 
Teil des Wandschattens 
ist bei E' und F' durch 
den Aufriß des Prismas 
verdeckt. 

Konstruktion: Besondere Aufmerksamkeit verlangt nur die Dar- 
stellung von B' und B'\ Der Strahlengrundriß durch B-^ trifft OX in 
einem Punkte rechts bei Q (hier nicht bezeichnet)^ während der Strahlen- 
aufriß links neben Q (ebenfalls nicht bezeichnet) einschneidet; die Lote er- 
geben B' und B'\ Die Verbindungen B' C und B' C haben Q auf X gemein. 

Übungsaufgaben 16 und 17. 

Aufgabe 185, Gegeben ist ein Kegel, der auf der Grund- 
ebene steht; gesucht wird Schlag- und Eigens chatten (co^ = o^^. 
= 45«). 




198. 
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Nachdem die Konstruktion des Pyramiden-Schattens (Aufg. 183) be- 



sprochen ist^ ergibt sich die des 



Ke^'els ganz von 



selbst. Auch hier 



(Fig. 199) ist der Kegel so nahe an die Auf ebene gerückt^ daß der reelle 
Schatten der Spitze auf die Wand fällt. Die Bestimmung des Grund- 
schattens S' als Grrundspur der Strahlprojektionen durch S-^_ bezw. Äg er- 
laubt es sofort^ die Rand- 
linien S' E-^_ und S'F^ als 
Tangenten an den Grundkreis 
festzulegen. Hierdurch wird 
klar^ daß die Seitenlinien 
Ä^und SF die Dämmerungs- 
linien bilden. 

Übungsaufgaben 18 u. 19. 
Aufgabe 186. Schlag- 
und Eigenschatten eines 
Zylinders sind aus den 
Normalprojektionen her- 
aus zu konstruieren (cd^ 
= (Dg = 45^). 

Analyse: Als Analogon 
zum Prisma ist der allge- 
meine Gang zur Festlegung 
der einzelnen Schattenpunkte 
bereits (durch Aufg. 184) yor- 
gezeichnet. Eine Bestimmung 
des Grundschattens (Fig. 200a) 
für die Deckfläche ABC . . . 
ist hier überflüssige da ihr 
Schatten voll und ganz in 
die Aufebene fällt. Die Rand- 
linien des Grundschattens sind 
ohne weiteres durch die be- 
rührenden Strahlgrundrisse F^P und JB^Q bestimmt^ so daß in FQ der 
reelle Grundschatten abbricht; F^F^ steht auf der Richtung der Strahlen- 
grundrisse senkrecht. Die Dämmerungslinie wird hier durch die beiden 
Seitenlinien bei B und F gebildet- 

Konstruktion: Man zieht durch A^^ B^^ C-^ . . . und A^^ B^, C^ - - - 
die Strahlprojektionen unter 45^ Neigung zu OX und bestimmt die Auf- 
rißspuren Ä, B'y C\ . . der Strahlen. Die Schnittpunkte P und Q der 
Randstrahlen geben zugleich die Stellen^ an denen der Wandschatten senk- 
recht nach F' und B' aufsteio^t. Der Wandschatten der kreisförmio-en 
Deckfläche ist als parallelperspektiyisches Bild eine Ellipse. 

Als Ergänzung der vorstehenden Figur diene ihre Umsetzung in ein 




Fio-. 190. 
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Sclirägbild (^ = f; cö = 45^)^ wodurch die körperliche Auffassung wesent- 
lich gestützt wird. Schon wiederholt (Fig. 141b und Fig. 181b) haben 
wir zur Normalprojektion noch die Schrägprojektion hinzugezogen^ um 
den Eindruck zu erhöhen. Nach den früheren Erläuterungen (§11 und 14) 
braucht man hier nur durch die Achsenschnittpunkte bei 1^ 2^ 3 . . . die Nei- 
gungslinien unter 45^ zu ziehen und die Hälften der Koordinatenstrecken 
Ä^ 1^ B^2^ 0^3 .. . abzuschneiden. In Fig. 200b ist diese Konstruktion 
(nach rechts yerschoben) dargestellt. Die Punkte P und Q des Grund- 
schattens behalten natürlich ihre Lage zu den Punkten 1^ 2^ 3 . . . der 




Fi^. 200. 



X-Achse. Der Wandschatten bleibt ganz unyerändert^ da er ja selbst 
in der Bildebene lieo^t. Weo-en der seitlichen Ansicht dieser Schraub ilder 
(von oben rechts) erscheint der Zylinder gegen den Wandschatten im Ver- 
gleiche zu Fig. 200a etwas nach links verschoben. 

Übungsaufgaben 20 und 21. 

Allfgalbe 187. Der Grrundebene liegt eine Kugel auf^ man 
soll Schlag- und Eigenschatten finden (co^^ = 0, co^ = 35^). 

Analyse: Wie bei allen krummflächigen Körpern spielt auch hier 
die Dämmerungslinie eine wichtige Rolle. Kennt man nämlich diese 
Linie^ so braucht man nur ihren Schatten zu bestimmen^ um damit auch 
den Schattenumriß des Körpers zu haben. Denken wir uns zunächst das 
Auffallen der Strahlen wie bisher (ca^ = cog = 45^) 5 dann ist die Dämme- 
rungslinie ein Großkreis^ der auf der Strahlenrichtung senkrecht^ im übrigen 

Müller u. Presler, Projektionslehre, A. 16 
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aber zu den Bildebenen schief steht. Wir können ihn als Schnittkreis der 
Kugel mit einer Ebene betrachten^ die durch die Mitte geht und auf der 
Strahlung senkrecht steht. Um ihn und seinen Schlagschatten zu kon- 
struieren ^ vereinfachen wir die Aufgabe und denken uns die Strahlung 
parallel zur Äufebene^ so daß ein Schlagschatten nur in der Grundebene 
erzeugt wird. Die Neigung gegen die Grundebene ist hierbei =35^ an- 
genommen. Durch Drehung um eine Vertikale gelangt man dann in die 
allgemeinere Lage für co^ = cog = 45^.^^^) — Der Aufriß der Dämmerungs- 




Fig. 201. 

linie ist der Durchmesser ÄgPg (^ig- ^01). Um den Grundriß zu bestimmen^ 
benutzt man die aus § 17 und 18 bekannte Methode der horizontalen 
Parallelschnitte und erhält so in der Grundebene die Ellipse P-^^ Q^ I)^ . . , 
mit den zugeordneten Aufrißpunkten P^^ Q2? ^^2 • • • -^^^ Strahlengrund- 
risse laufen hier alle der OX parallel^ während die Aufrisse unter 35^ 
gegen OX geneigt sind. Hiernach bestimmen sich leicht die Grundspuren 
P'^ Q\ D\ . . als Grenzpunkte des Grundschattens. Der Eigenschatten aber 
ist durch die Dämmerungslinie bestimmt. 
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Konstruktion: Man zieht nach Festlegung der Normalprojektionen 
der Kugel und des Schnittkreises*) durch den Aufriß Og des Mittelpunkts 
die Gerade unter 35^ Neigung bis 0^ und durch den Grundriß 0^ die 
Parallele zu OX; durch die Hilfsparallele in 0^ wird dann 0' gefunden. 
Diese Konstruktion wiederholt man nun für eine hinreichend große An- 
zahl Punkte Fj Qj I) . . . der Dämmerungslinie. — Will man nun die Lösung 
yerallgemeinern und den Schatten für Strahlen finden^ die auf beide 
Bildebenen schief auffallen^ dann erteilt man dem Körper samt den fest 
mit ihm yerbundenen Strahlen eine Drehung (etwa um die Vertikale durch 0). 
Die Veränderungen^ die hierbei Körperprojektionen^ Dämmerungslinie und 
Schlagschatten erleiden^ sind hierbei unschwer festzustellen (yergl. An- 
merkung 112 und Übungsaufgabe 22). — Übungsaufgaben 23 und 24. 

Übuilgsaufgabeil. 1. Konstruiere die Schlagschatten yerschiedener 
Punkte für yerschiedene Neigungswinkel (yergl. Fig. 192)^ auch für 
09^ = bei endlichem co^^ oder für cog = bei endlichem co^. 

2. Ebenso für eine Strahlenrichtung yon rechts oben. 

3. Zeichne Schlagschatten eines Punktes auf eine Profilebene. 

4. Entwirf Schlagschatten für Strecken in besonderen Lagen (yer- 
tikal^ brachial^ orthogonal) und für yerschiedene Strahlenrichtung (yon 
rechts und links). 

5. Stelle gebrochene Schlagschatten yon Strecken yerschiedener Art 
dar^ auch für Auf- und Profilebene (yergl. Fig. 193 c). 

6. Konstruiere gebrochene Dreiecks-Schatten yerschiedener Art. 

7. Die Schatten yon Quadraten und anderen regelmäßigen Vielecken 
in einfachen Lagen sind zu konstruieren (ungebrochen und gebrochen). 

8. Zeichne Kreis-Schatten für horizontale und laterale Lagen des 
Kreises. 

9. Durch geeignete Lageyeränderung erziele eine Brechung des Kreis- 
schattens. 

10. Verbinde die Konstruktionen Fig. 196a und 196b und zeichne den 
ojebrochenen Würfelschatten. 

11. Zeichne zu Fig. 196 c den yirtuellen Grundschatten. 

12. Lege für Fig. 196c den Würfel so^ daß der Schatten gebrochen 
oder auch nur als Grundschatten erscheint. 

13. Konstruiere die Schrägbilder einfacher Polyeder als Schattenbilder 
für (Dl = 74«, cDo = 30« (yergl. Aufg. 182). 

14. Der Wand-Schlagschatten der Fig. 197 soll yoUständig gezeichnet 
werden, auch der yirtuelle Teil. 

15. Die Schlag- und Eigenschatten yerschiedener regelmäßiger Pyra- 
miden in einfachen (yertikalen, brachialen und orthogonalen) Achsenlagen 



*) Angedeutet sind hier nur die horizontalen Hilfsschnitte durch Q{TJ) 
und E{T). 

16* 
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sollen konstruiert werden^ insbesondere aucli der Fall^ daß die Pyramide 
auf der Spitze steht oder auf der Grundebene liegt. 

16. Vollende den (virtuellen) Wand-Schlags cliatten der Fig. 198. 

17. Konstruiere Schlag- und Eigenschatten verschiedener regelmäßiger 
Prismen in einfachen (vertikalen^ brachialen und orthogonalen) Achsen- 
stellungen, insbesondere auch den Fall^ daß das Prisma auf der Grund- 
ebene liegt. 

18. Der Wandschatten des Kegels in Fig. 199 soll vollständig ge- 
zeichnet werden (auch der virtuelle Teil). 

19. Die Schlao^- und Eio^enschatten verschiedener Kreiskeo-el in ein- 
fachen (vertikalen^ brachialen und orthogonalen) Achsenlagen sollen kon- 
struiert werden^ insbesondere auch für den Fall^ daß der Kegel auf der 
Spitze steht oder auf der Grundebene liegt. 

20. Konstruiere beide Schatten des Zylinders (Fig. 200a) vollständig. 

21. Die Schlag- und Eigenschatten verschiedener Zylinder in einfachen 
Achsenlagen sind zu zeichnen^ insbesondere auch der Fall^ daß der Körper 
der Grundebene aufliegt. 

22. Erteile der Schattenkonstruktion für die Kugel (im Anschluß an 
Fig. 201) eine solche Drehung^ daß Schlag- und Eigenschatten für co^ = 
0^2 = 45^ entsteht. 

2o. Konstruiere Schatten für Kugelteile ^ namentlich für Halbkugeln. 
24. Entwirf zu den wichtigsten Schattenkonstruktionen des § 19 die 
Schrägbilder (vergl. Aufg. 186). 

§ 20. Zentralprojektion im Zusammenhange mit Normalprojektion.*) 

Alle bisher behandelten Projektionsarten hatten das Gemeinsame^ daß 
die Projektions strahlen parallel verliefen^ daß somit das projizierende Auge 
in unendlicher Entfernung vom Gegenstande zu denken war. Diese Annahme 
hat für die Bilder gesetzmäßig gestalteter Körper ^ wie sie uns bisher in 
Mathematik und Naturwissenschaft entgegentraten^ manche Härten im Ge- 
folge. Wenn nun gar, wie durchweg in der Malerei^ dem Auge eine end- 
liche Entfernung vom Objekte und der Bildebene zugewiesen wird^ so läßt 
sich der Parallelismus des Strahlenganges nicht mehr festhalten. Wir müssen 
vielmehr annehmen^ daß die Sehstrahlen (Projektions strahlen) von einem ge- 
gebenen Punkte (Auge^ vgl. Einleitung Fig. 1) in endlicher Entfernung 
ausgehen und von dem Körper K ein sog. zentralprojektivisches oder 
zentralperspektivisches Bild entwerfen. Beide Ausdrücke sind gleich- 
bedeutend^ doch benutzt man den ersten gewöhnlich^ wenn die Bildebene 
hinter dem Körper steht (wie in Fig. 1)^ letzteren^ wenn sie vor dem Körper 



*) Zum Verständnis dieses § bedarf es im wesentlichen nur der §§ 1, 
12 und 13. 
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steht. Die Zentralprojektion (Perspektive) führt auch häufig den Namen 
Malerperspektive^ da sie die geometrische Grundlage für die Malerei 
bildet.^-^^) Denn wie die Normalprojektion aus den Bedürfnissen des 
Steinmetzen hervorging und ebenso alt sein muß^ als das Aufführen von 
Bauten aus behauenen Steinen^ so knüpft sich die Entwickelung der 
Zentralprojektion eng an die Fortschritte der Malerei. 

Wir betrachten nun^ wie bei der Einführung der jSTormalprojektion^ 
zuerst die Zentralprojektion des Punktes und schreiten in der wiederholt 
angedeuteten Stufenfolge weiter. ^^^) 

Allfgalbe 188. Gegeben ist ein Punkt der Grundebene hinter 
der Äufebene und der Ort des Auges vor der Aufebene; gesucht 
wird das Zentralbild jenes Punktes in Bezug auf die Aufebene. 
Analyse: Als Bildebene für Zentralbilder wählen wir vorläufig die 
(vertikale und frontale) Auf ebene, genau so wie früher bei den Schräg- 
bildern^ und vereinfachen also die Betrachtung dadurch^ daß wir den abzubil- 
denden Punkt P (Fig. 202 a ; 
1^ 45^^) zunächst in die 
Grundebene verlegen. Die 
ganze Betrachtung aber 
knüpfen wir an einen 
Entwurf in schräger Pa- 
rallelprojektion ^ die uns 
bis jetzt die anschaulich- 
sten Bilder geliefert hat. 
Der Punkt P ist durch 
seine Koordinaten festge- 
legt (wobei z = 0)^ sein Aufriß liegt in P^. Entsprechend wird der Ort 
des Auges bestimmt; 0^ und Og sind Grund- und Aufriß. ^Angenommene 
der Sehstrahl (Projektions strahl) OP treffe die Auf ebene E^ i^ ^^ ^^^^ 
ist dieser Punkt laut Erklärung das Zentralbild von P^ und man hat nun 
nach Bestimmungsörtern für P' zu suchen.*) Abgesehen von OP selbst^ 
liegt P' auf PaO^e denn diese Gerade ist der Aufriß von PO; außerdem 
liegt P' auf der Vertikalen durch P/^ dem Grundrisse von P\ Der Punkt 
P/ aber ist bestimmt durch die X-Achse und PO^. Die Y-Koordinate von 
0(002= Ö^OJ heißt die Distanz des Auges von dei' Bildebene. Eine 
Horizontalebene 5" durch (nicht gezeichnet) trifft E^ ^^ ^^^^^ Geraden 
JIH] die durch O^ geht^ parallel der X-Achse verläuft und Horizont- 
linie heißt. Endlich ersieht man aus der Figur^ daß P' : P' P = 
P'O^ : P'P^ = P^O^ : P^P = 00,: PP,, oder in Worten: Der Seh- 
strahl (OP) und seine beiden Normalprojektionen (O^P und O2P2) werden 

*) Man sieht schon, daß die Bestimmung von P' auf eine Spurpunkt- 
bestimmung nach Art der Aufg. 148 und 149 hinauskommt. 




Fig. 202 a. 
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durch das Zentralbild (P') bezw. durch, dessen Grundriß (P^) im Verhältnis 
der Distanz {0 0^ = 0^0^) zur Y"-Koordinate PP2; ^^^ ^^E- Tiefe des 
Originalpunktes (P)^ geteilt. 

Konstruktion: Wir führen die Zeichnung im offenen (aufgeklappten) 
Dreikant aus (Fig. 202 b^ auf f yerkleinert). Wird die Grundebene bei fest- 
stehender Auf ebene um die X-Achse gedreht und heruntergeklappt^ bis sie 
die Erweiterung der Aufebene nach unten bildet (yergl. § 12^ HI)/ dann 
fällt der hintere Teil der Grundebene mit P in die Aufebene nach oben 
und behält den Abstand der (negativen) Y-Koordinate von der X-Achse. Man 
legt daher zunächst nach § 12 die Normalprojektionen des Punktes Pfest (x = 
l\j y = — 10^ ^ = mm). P ist hier sein eigner Grundriß und Pg (auf OX) 
der Aufriß. Ebenso werden die Normalprojektionen 0^ und 0^ für das Auge 
bestimmt {x = 48^ ^ = 18^ = 38 mm). Dann zieht man den Strahlen- 
grundriß O^P und den Aufriß O2P2' Durch den Achsenschnitt P^' 
des Strahlengrundrisses legt man schließlich die vertikale Hilfsparallele 
bis zum Schnitte mit P^ 0^ in P'^ dem gesuchten Zentralbilde. 





Fig. 202 b. Fig. 202 c. 

Eine zweite Konstruktion^ die für die Folge von Wichtigkeit ist^ 
gründet sich auf den oben aufgestellten Proportionalsatz. Hiernach 
braucht man nur den Strahlenaufriß O2P2 im Verhältnisse 0^0^: PP^ 
zu teilen. Am einfachsten geschieht dies mit Hilfe der X-Achse und 
der Horizontlinie HH (Fig. 202 c^ ebenfalls auf |- verkleinert). Man 
schneidet auf der Achse von Pg aus die Strecke PP2 (Tiefe oder Y- 



Ko Ordinate von P) nach rechts (oder links) ab bis Q, ebenso auf HH 
von O2 aus die Strecke 0^0^ (Distanz oder F-Koordinate von 0) nach 
links (oder rechts) ab bis D und zieht QB bis zum Schnitte in P\ — 
Der Punkt D heißt auch Distanzpunkt. — Übungsaufgaben 1 und 2. 
Aufgabe 189. Gegeben ist durch Koordinaten ein Punkt P 
der Grundebene vor der Aufebene nebst dem Ort des Auges; ge- 
sucht wird das Zentralbild des Punktes inbezug auf eine Bild- 
ebene zwischen Punkt und Auge^ die außerdem der Aufebene 
parallel läuft. 
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Analyse: Der Punkt P in der Grrundebene Fig. 203a (|; 45^) hat 
den Aufriß Pg inbezug auf die Auf ebene E^ und den Aufriß (Pg) in- 
bezug auf die eigentliche Bildebene E (für die Zentralprojektion). Zieht 
man den Sehstrahl OP, so ist P' das Zentralbild. Das Auge Ohat den Grund- 
riß 0^^ und den Aufriß Og. Das Lot OOg trifft die Zentralbild-Ebene in(02); 
einem Punkte^ der zugleich Aufriß yon inbezug auf E ist. Zieht man durch 
(O2) die Parallele HH zur Grundebene bezw. zu O'X', so ist diese Parallele 
die Horizontlinie. Zieht man ferner durch Og die Horizontale (jS)(II)^ 
dann hat man in dieser Linie eine Hilfslinie (Nebenhorizont), die von 
besonderem Nutzen sein wird. Ganz wie in der vorigen Aufgabe läßt sich 
nun P' mit Hilfe der Sehstrahlen-Projektionen PO^ und {P^{0^ be- 
stimmen, denn auch {P^{02) ist Aufriß von OP inbezug auf die Zentral- 




Ficp. 203 a. 



Fio^. 203 b. 



bild-Ebene. Man hat daher als Örter für P' den Aufriß (P^^O^) und die 
Vertikale in P/5 übrigens läßt sich auch P' entsprechend der zweiten 
Lösung voriger Aufgabe durch Proportionalteilung von {P^{02) bestimmen, 
da hier ebenfalls P\0^) : P' {P^) = 0{0,^ : PiP^)-"^) 

Konstruktion: Nach vorstehender Analyse müßte man nunmehr die 
Crrundebene um 0' X' drehen, herunterklappen und ganz so konstruieren, 
wie in voriger Aufgabe. Dadurch fällt nun der Hauptteil der Konstruktion 
in den Streifen zwischen X-Achse und O'X', der bereits durch den Grundriß 
von P in Anspruch genommen ist. Wenn man nun nicht eine besondere 
Nebenfigur**) konstruieren, sondern im Zusammenhange mit der Hauptfigur 
bleiben will (Fig. 203 b, auf |- verkleinert), dann denkt man sich die Zentral- 



*) Dabei ist zu beachten, daß OiO^) die wahre Distanz des Auges in- 
bezug auf ^ ist, während 00^ die sog. Hilfsdistanz (inbezug auf E^ ist. 
**) Hierzu wird übrigens später oft gegriffen werden müssen. 
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Bildebene E zuerst längs O'Y parallel mit der Anfangslage nach hinten 



verschob en, 



bis sie mit E^ zusammenfällt. 



Dabei decken einander die 



Punkte (P2) und P,, OJ und 0,, (0,) und 0, der Fig. 203a. Die Kon- 
struktion fällt dann aus^ wie folgt: Ziehe OX (Fig. 203b) und in ge- 
gebenem Abstände (d = 18 mm) die Nebenachse 0' X\ Hierauf legt 
man die Projektionen von P fest für :r=ll^ y = -\- 1 , ^ = mm und 
markiert beide Aufrisse P^ und (Pg)- Ebenso legt man die Projektionen 



0-^ und O2 des Auges für 



48^ ^ = 35^ ^ = 38 mm fest mit den 



Acbsenschnittpunkten 0^ und OJ. Zieht man nun PO^ und PgOg^ so hat 
man wieder folgende zwei Wege zur Bestimmung von P': 

1. Man überträgt P/ nach. OX, indem man durch P/ die 
Parallele zu O'O bis (P/) zieht^ und errichtet hier die Vertikale 
bis zum Schnitte P' mit PgOg. 

2. Man trägt die ^^Tiefe" {P^P==- 11 mm von Pg ab (nach rechts) 
bis Q und die wahre ^^Distanz^^ 0^0^ =^ y — d == 17 mm von Og auf 
die Hilfshorizontlinie (in der Gegenrichtung^ nach links) ab bis 
V (Distanzpunkt) und zieht QD bis zum Schnitte P' mit P^O^. 

Beide Wege haben ihre Vorteile. Wir ziehen gewöhnlich den zweiten 
vor^ weil er die wenigsten Linien erfordert; denn man bedarf nicht ein- 
mal des Grundrisses O^P und des Schnittes P^'^ endlich braucht man die 
Distanz^ die sich im vorderen Teile des Blattes gewöhnlich sehr breit 
macht ^ nur nebenbei zu geben bezw. bei O^ anzutragen. 

Übungsaufgaben 3 — 5. 

Aufgalbe 190. Gegeben ist ein beliebiger Punkt hinter der 
Aufebene^ gesucht wird das Zentralbild inbezug auf dieselbe 
Ebene für einen gegebenen Augenstand. 

Analyse: Die Aufgabe ist die Verallgemeinerung zu Aufg. 188. Der 
Punkt P und seine Projektionen P^ und P^ sind durch die zugehörigen 

Koordinaten gegeben (Fig. 




204a; y^ 45^)^ ebenso das 
Auge 0, dessen Grundriß (t( 0^) 
von jetzt ab Grundpunkt und 
dessen Aufriß ^(Og) Augen- 
punkt heißen möge; die zu- 
gehörigen Achsenpunkte seien 
P und S. Die Strecke GS 
heißtauch Standlinie; sie ist 
gleich der Distanz OA. Die 
Tiefe PP2 des Punktes ist gleich P^Ii und zugleich die (negative) Y- 
Koordinate von P. Zieht man den Sehstrahl OP, so sieht man sofort^ 
wie in Aufg. 188^ daß das Zentralbild P' auf dem Aufriß P^A des Strahles 
liegen muß. Ferner liegt P' vertikal über dem Achsenschnittpunkt P{ 
des Grundrisses P^G. Außerdem bemerkt man auch hier^ daß P'A : P' P^ 



¥m. 204. Si. 
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Fiff. 204b. 



= ÄO : FP^j d. k der Aufriß P^Ä ist durch P im Verhältnis der 
Distanz zur Tiefe geteilt. 

Konstruktion: Man klappt die Grundebene nacli unten (Fig. 204b^ 
Yerkl. auf |)^ wodurch P^ in die Äufebene fällt. Hiernacli zieht man die 
Achse OX und legt die Projektionen P^ und Pg ^^^ ^ ^^^^ (^^^^ ^^^^ ^ ^ ^^> 
^ = — 18^ ^ = 11 mm). Dann bestimmt man Grundriß G (Grundpunkt) und 
Aufriß Ä (Augenpunkt) von (hier für x = S4:^ y=^^^y -5'= 36 mm). G ist nur 
angedeutet (durch Pfeile)^ xr I^ ^ 

weil man diesen Punkt 
zunächst nicht braucht^ 
sondern nur seine Y-Ko- 
ordinate (die Distanz). Nun 
zieht man Pg^ und teilt 
diese Strecke im Verhält- 
nisse der Augendistanz zur 
Tiefe der gegebenen Punkte. 
Hierzu eignet sich sofort 
die Horizontlinie ^ auf der 
man von A aus (etwa 

nach links) G S = IS mm abschneidet bis zum Distanzpunkte D; dann zieht 
man in der Gegenrichtung (nach rechts) Pg ^ = der Tiefe P^B = 18 mm. 
Die Gerade QD liefert schließlich das Bild P\ — Man sieht leicht ein^ daß 
auch der Grundriß GP^ (siehe Pfeil) mit dem Achsenschnittpunkt P/ das 
Bild P' ergeben würde^ daß aber diese Konstruktion unvorteilhaft ist. 

Übungsaufgaben 6 und 7. 

Aufgabe 191. Gegeben ist durch Koordinaten ein beliebiger 
Punkt P vor der Aufebene nebst dem Ort des Auges; gesucht 
wird das Zentralbild des Punktes inbezug auf eine Bildebene 
^tvischen Punkt und Auge^ die der Aufebene parallel läuft. 

Analyse: Ganz analog der Aufgabe 189^ die hier verallgemeinert 
wird^ ist Fig. 205a gezeichnet. Der Punkt P liegt vor E^^ sein Grundriß 
ist P^^ sein Aufriß P^. Inbezug auf die Zentralbild-Ebene E mit der 
Nebenachse 0' X' besitzt er den Aufriß (Pg). Das Auge hat den Grundriß 
G und zwei Augenpunkte^ nämlich den Haupt- Augenpunkt Ä auf E und 
den Hilfs-Augenpunkt (Ä) auf E^- Die Festlegung des Bildes P' geschieht^ 
wie man sofort sieht ^ entweder nach dem Spurpunktverfahren durch 
die Vertikale in P/ oder durch das Proportio naiverfahren; letzteres 
ziehen wir vor^ wie bereits oben bemerkt. 

Konstruktion: Beim Umklappen verschieben wir zuerst^ wie in Zukunft 
immer^ die Ebene E nach E^ und drehen dann um die X-Achse nach unten 
(Fig. 205b). Wir ziehen somit eine beliebige Achse OX und im Abstände 
d= 30 mm die Nebenachse 0' X\ Dann werden P^ und Pg festgelegt für 
X = 40^ y =^ 11^ ^ = 11 mm^ indem man x auf OX abschneidet bis B und 
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Yon hier aus y und z einträgt. Damit wird zugleich die Tiefe F^{R) 
bestimmt. Weiter zeichnet man Grund- und Aufriß des Auges für 
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^ = 85^ 1/ = 108 j ^ = 35 mm. Man schneidet nämlich x ab bis (S)^ er- 
richtet das Lot und schneidet nach oben = 35 mm ab bis (Ä). Die Kon- 
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striiktion des Grundpunktes G mit ?/ = 108 Yon [S) ab nach unten ist über- 
flüssig und hier nur (durch Pfeil) angedeutet. Dafür zieht man durch {Ä) 
die Horizontlinie (H){II) und schneidet von (A) nach links die wahre 
Distanz = y — d = 18 mm ab bis D. Hierauf legt man durch P^ die 
Horizontale Pg § = der Tiefe Pi(P) und zieht DQ bis zum Schnitte P' 
mit P2(^). Lediglich zur Probe ist der Grundriß P^G gezogen (hier 
nur angedeutet) bis zum Schnitte P^' mit O'X'^ um zu sehen^ daß die 
Übertragung nach (P^') und die zugehörige Vertikale ebenfalls P' liefert. 
Im Anschluß an die bisher gelösten Grundaufgaben 188 — 191^ von 
denen die letzte die allgemeinste und wichtigste ist^ ergeben sich noch 
besondere^ leicht erweisbare Sätze^ die für die Ausführung der Zentral- 
bilder gewisse Erleichterungen gewähren: 

1. Das Zentralbild einer vertikalen Strecke ist ebenfalls 
vertikal. In Fig. 205b z. B. brauchte man daher bloß das Zentralbild des 
Grundrisses P^ zu bestimmen (auf Pt(Ä) nach Aufg. 189)^ um dann 
von diesem vertikal herauf nach P' zu gelangen (hier nicht gezeichnet). 

2. Das Zentralbild einer brachialen Strecke ist horizontal. 

3. Das Zentralbild einer orthogonalen Strecke ist nach dem 
Augenpunkt gerichtet. 

4 Parallele und zugleich frontale Strecken haben parallele 
Zentralbilder. 

Derartige Lehrsätze der Zentralprojektion^ wie sie in ähnlicher Weise 
bereits für die Parallelprojektion in § 11 aufgestellt wurden^ lassen sicl\ 
leicht vermehren (vergl. später Aufg. 199). 

Übungsaufgaben 8 — 12. 

Aufgabe 192. Von einem Würfel^ der in frontaler Lage der 
Grundebene aufsteht^ ist das Zentralbild zu konstruieren. 

Analyse: In Fig. 206 sind 4i 5^ ^^ A • • • und A^B^C^D^... die ISTormal- 
projektionen des Würfels*) inbezug auf die Achse XX (der Nullpunkt ist 
beliebig gelassen). Die Zentralbild-Ebene im Abstand d von XX habe die 
(Neben-)Achse X'X'. Der Augenpunkt^**) ist festgelegt durch seine Ko- 
ordinaten inbezug auf die Achse XX und der Distanzpunkt D durch die Hori- 
zontlinie HH und. die wahre Distanz AD^ denn diese ist gleich der Differenz 
zwischen der Y-Koördinate des Auges und dem Abstand d. Der Grundpunkt 
G ist wiederum nicht konstruiert^ sondern nur durch einen Pfeil angedeutet; er 
liegt um die wahre Distanz von X'X' ab nach vorn (bez. unten). Die Wahl 
der Distanz richtet sich im allgemeinen nach der Größe des Originals; man 
wählt sie natürlich desto größer^ je größer der im Bilde zu überblickende 



*) Die Normalbilder sind ganz zart einzutragen, damit die Zentralbilder 
desto plastischer hervortreten. 

**) Eine Unterscheidung zwischen Haupt-Augenpunkt A und Hilfs-Augen- 
punkt (A) wird von jetzt ab nicht mehr markiert. 
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Gegenstand ist. Andererseits darf sie nie unter die kleinste Ent- 
fernung deutliclien Sehens (rd. 25 cm) lieruntergelien. Wenn hier 
nun durchweg kleinere Distanzen gewählt sind^ so liegt der Grund in dem 
engen Rahmen der Oktayblätter dieses Buches; unsere Zentralbilder sind 
daher so aufzufassen^ als wären sie in verjüngtem Maßstabe gezeichnet. Gute 
Bilder erhält man immer^ wenn man die Distanz mindestens zehnmal so groß 

Endlich ist es bei unserer 



als die größte Äusdehnuni 



des Originals wählt. 



einfachen frontalen Lage der Zentralebene vorteilhaft^ wenn der Augen- 




punkt Ä soweit seitlich gelegt wird^ daß das Bild ungefähr mitten unter 
AD erscheint. Befindet sich dagegen der Körper in Über-Eckstellung^ 
dann legt man Ä am besten über die Mitte des Aufrisses. — Man hat 
nun nach Vorschrift der vorigen Aufgabe Punkt für Punkt die Zentralbilder 
zu bestimmen und die erhaltenen Bildpunkte geradlinig zu verbinden. 
Hierbei ergeben sich nun verschiedene Konstruktionsvorteile auf Grund 
obiger Sätze. Ist z. B. das Bild B' bestimmt^ so hat man dadurch auch 
Örter für Ä\ F' und E\ Ähnlich verfährt man für C"^ sodaß die Fest- 
legung zurückgeführt ist auf ein System von Strahlen^ die nach A 
laufen^ die sog. Augen strahlen^ und ein zweites System nach D: die 
Di stanz strahlen. 

Konstruktion: Man zieht zunächst sämtliche Augenstrahlen J[2^;i^2 ^7 
C2A . . . Um nun z. B. das Bild B' zu bestimmen^ schneidet man von B2 aus 
die Tiefe B^ P des Punktes B nach rechts ab bis Q und zieht den Distanz- 
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strahl QD bis zum Schnitte B' mit dem zugehörigen Augenstrahl. Dann 
legt man B'Ä horizontal und B' F' vertikal bis zu den betr. Augenstrahlen. 
E' bildet somit die yierte Bildecke des frontalen Quadrates. Hierauf 
schneidet man die Tiefe C^P von C^ (bezw. B^ auf XX ab bis i? und 
erhält so 'durch den Distanzstrahl DU das Bild C nebst den zugehörigen 
Bildpunkten B\ G\ B\ Man sieht ^ es ist vorteilhaft^ mit den tiefsten 
Punkten zu beginnen^ da man dann die Tiefen auf XX abschneiden kann^ 
sodaß die oberen Teile des Blattes nicht belastet werden. 
Übungsaufgaben 13 und 14. 

Aus dieser Betrachtung des Würfels geht heryor^ daß der Entwurf 
Yon Zentralbildern ohne jede Schwierigkeit ist^ wenn man streng der Vor- 
schrift aus Aufg. 191 folgt. Man kann daher sofort zu den wichtigsten 
Normalbildern der §§ 14 und 15^ 17 und 18 (vgl. Übungsaufgaben zu 
§ 20) die entsprechenden Zentralbilder konstruieren. Hier werden daher 
nur noch wenige Beispiele ausführlicher gegeben. 

Allfgalbe 193. Ein Kegel mit brachialer Achse soll zentral 
projiziert werden. 

Analyse: Der Grundriß des an die Grundebene stoßenden Kegels ist das 
gleichschenklige Dreieck ^^37 (Fig. 207^ verkleinert^ vgl. Fig. 154a). Auf der 
Strecke 3 7 erscheinen acht Projektionspunkte markiert^ die regelmäßig 
auf dem Grundkreise verteilt sind. Der Aufriß Sg 1 5 ist ebenfalls ein gleich- 
schenkliges Dreieck^ an dem die zugeordneten Punkte leicht zu erkennen 
sind. Das Bild V wird bestimmt durch den Augenstrahl lÄ und den Distanz- 
strahl PD^ denn 1 P der A"-Achse ist = IQ im Grundriß = der Tiefe von 
Punkt 1. Damit ist aber auch 5' bestimmt durch die Vertikale in 1' und 
durch den Augenstrahl ÖÄ. Der (vordere) Punkt 7 wird abgebildet durch 
den Schnitt 7' des Augenstrahles 7 JL mit dem zugehörigen Distanzstrahl 
BD^ wobei 1 B = 1 Q. Für den (hinteren) Punkt 3 benutzt man den- 
selben Augenstrahr und die Horizontalstrecke BT = der Tiefe 3Q. Die 
übrigen Bildpunkte werden in entsprechender Weise festgelegt. Dabei be- 
achte man^ daß 8 und 6^ 2 und 4 in derselben Vertikalen liegen. 

Konstruktion: Man zieht im Aufriß sämtliche Augenstrahlen lÄ^ 
2A, dA... Dann schneidet man auf XX von 1 aus die zugehörige Tiefe 
1 ^ ab bis P und zieht den Distanzstrahl BD bis zum Schnitte Ü mit 
dem Augenstrahl. Weiterhin lotet man von V herauf bis o auf bA. 
Ferner zieht man durch 7(3) die Horizontale und schneidet hierauf ab 
1 B = IQ und findet 7' durch den Distanzstrahl BD. Jetzt wird die 
Tiefe 3^ auf derselben Horizontalen abgeschnitten bis T und hierdurch 
3' gefunden. Die übrigen Bildpunkte der Grundfläche bestimmt man in 
ähnlicher Weise. Zuletzt trägt man noch auf der Horizontalen durch S,^ 
die Tiefe S-^ ü ab bis V und bekommt so das Bild S' der Spitze. Die Tan- 
genten von S' an das krummlinige Bild der Grundfläche vollenden den 
Umriß des Zentralbildes. 
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Das Zentralbild eines Kreises ist im allgemeinen eine Ellipse^ 
wie aus den Betrachtungen des § 6 Aufg. 49 und § 17 Aufg. 163 her- 
vorgeht. Die Ausnahmen (Parabel^ Hyperbel) sind ohne Schwierigkeiten 
auf Grund jener Betrachtungen zu erkennen. 

Übungsaufgaben 15 und 16. 




Fig. 207. 



Aufgabe 194. Das Zentralbild einer Kugel ist nehst Umriß 
zu konstruieren.^^^) 

Analyse: Die Distanz AB in Fig. 208a ist aus Raumersparnis 
sehr klein gewählt und muß bei guter Ausführung weit größer ge- 
nommen werden. Dann werden auch die elliptischen Bilder der drei 
Hauptkreise der Kugel keinen so übermäßig verzerrten Eindruck machen. 
Der Grundkreis der Kugel sei der Kreis A^JB^C^ . . . um 0^ . Wie man 
sieht^ liegt hier die Kugel halb yor^ halb hinter der Aufebene^' die der 
Einfachheit halber zugleich als Zentralbildebene gewählt ist. Der 
Aufriß ist der Kreis A.^B^C^ . . . um Og. Wir stellen uns zunächst die 
Aufgabe, yon der Kugel nur drei Großkreise zentral zu projizieren, näm- 
lich den frontalen, den horizontalen und lateralen Großkreis (vergl. § 4). 
Weil der frontale Kreis NB SD in der Bildebene selbst liegt, so ist sein 
Aufriß N2B2S2B2 zugleich sein Zentralbild. Wir bestimmen nun das Zentral- 
bild des horizontalen Kreises AB CD. Das Bild A' yon A liegt auf dem 
Augenstrahle A2A und auf dem zugehörigen Distanzstrahle D^D'^ letzterer 
wird gefunden, indem man die „Tiefe^^ ^1 0^ yon A2 aus nach links ab- 
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trägt bis D2 (^gl. die Übungsaufg. 2 und 7^ wo der Gegenstandspunkt eben- 
falls vor der Aufebene als Zentralbildebene liegt). Für C hat man als Orter 
den Augenstrahl C2Ä und den Distanzstrahl JB^D^ wobei C2B2 = der Tiefe 
C^ 0^ ist. Das Bild P' für einen mittleren Punkt P mit dem Grundriß P^ 
und dem Aufriß P« findet man durch P^Ä und den Distanzstrahl 0«D» 




wobei die nach links abgetragene Strecke P2 Og gleich der Tiefe P^K isi^ 
weil zufällig P genau in der Mitte zwischen A und B gewählt ist. Die nach 
rechts von Q2 bis L abgetragene Tiefe Q^K liefert den Distanzstrahl zur Be- 
stimmung von Q\ In ähnlicher Weise werden die Bilder ü' und V bestimmt. 
Man erhält so als Zentralbild des Horizontalkreises eine Ellipse (vgl 
die §§ 6 und 17). Das elliptische Bild des lateralen Kreises NASC wird 
ganz so wie in voriger Aufgabe (Grundkreis des Kegels) gefunden^ nur 
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muß man auch hier darauf achten ^ daß die Tiefen für die vorderen 
Punkte nach links^ für die hinteren Punkte (wie gewöhnlich) nach 
rechts abgetragen werden^ wenn wie bisher der Distanzpunkt I) nach 
links gelegt ist. 

Konstruktion: Grund- und Aufriß werden durch die Koordinaten (hier 
bei beliebigem x) nach § 15^ Aufg. 143 festgelegt^ außerdem yerschiedene zu- 
geordnete Punkte P^l; Pg bez. Q-^^ Q^ usf. auf dem horizontalen und lateralen 
Hauptkreise. Dann zieht man alle Augenstrahlen A^A^ ^2^7 ^2^; ^2^; 
F^A . . . und schneidet yon den zugehörigen Aufrissen die entsprechenden 
Tiefen nach rechts oder links ab^ um so die Distanzstrahlen zu erhalten. 
Man folgt hier genau dem Gang der Analyse und findet so als Zentral- 
bild den Kreis A^2^2^2^2 {^' B' S' D') in Verbindung mit den beiden 
Ellipsen A B^C D^ und Ä N^C S^- Diese drei Gebilde können bereits 
die Vorstelluno; einer Kugel erwecken; ohne Zweifel wird aber diese Vor- 
Stellung erst dann yollkommen sein, wenn die Umrißlinie der Kugel 
ebenfalls im Zentralbilde erscheint. Wir befinden uns hier in derselben 
Lage wie in § 4^ als wir das Schrägbild der Kugel zeichnen wollten^ 
eine Aufgabe^ die erst in § 6 Aufg. 48a vollends gelöst werden konnte. 
Offenbar ist die Umrißlinie eine Ellipse^ die an den ^^Henkeln^^ der ge- 
nannten Bildellipsen (bei V\ N^, Q\ B^ . . ) yorbeistreift; denn die Ge- 
samtheit der Sehstrahlen yom Auge nach der Kugel berührt diese in 
einem Kreise^ dessen Zentralprojektion im allgemeinen eine Ellipse ist^ 
wie aus den Betrachtungen der §§ 6 und 17 hervorgeht. Es kommt nun 
darauf an^ diese Ellipse zu konstruieren. 

Als die Kegelschnitte in § 6 schräg projiziert wurden^ erkannten wir^ 
daß eine Ellipse entsteht^ wenn ein Kegel rundum yon einer Ebene schief 
s^eschnitten wird, und daß die beiden Berührunö-skuo-eln innen und außen 
an Ebene und Kegel die Brennpunkte jener Ellipse bestimmen. Denken 
wir uns nun das Auge in der Spitze des Kegels und sehen wir die schiefe 
Schnittebene als unsere Zentralbild-Ebene an^ so können wir die beiden 
Berührungskugeln als Gegenstände betrachten^ deren Zentralbilder wir 
entwerfen wollen; die innere Kugel liegt alsdann inbezug auf das Auge 
yorU;, die andere hinten an die Ebene angelehnt. Das Bild beider ist 
eine und dieselbe Ellipse. Nun läßt sich ähnlich wie in § 6^ Aufgabe 
48a erweisen: Das Bild der in den Berührungspunkten (Brenn- 
punkten) senkrecht stehenden Kugeldurchmesser ist die Brenn- 
strecke der (Bild)-Ellipse. Dieser Satz aber gilt nicht bloß für die 
hier angenommene Berührungs-Bildebene^ sondern auch für jede parallele 
Ebene.^^^) 

Wir leo^en nun durch das Auo^e (im Raum, die Nebenfio-ur 208b ist 
bis auf Nebenteile eine Kopie yon Figur 208 a)^ den Augenpunkt A und 
eine Ebene. Diese steht auf der Zentralbild-Ebene senkrecht^ liegt aber gegen 
den Horizont geneigt yon rechts oben nach links unten. Ihr Schnitt (Spur) 
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mit der Auf ebene ist O'Ä (yorlier Og^); sie enthält daher die Brennstrecke 
der gesuchten Ellipse."^) Die Brennpunkte selbst aber sind die Bilder Ä' und 
C der inbezug auf die Bildebene am weitesten nach vorn bezw. hinten 
liegenden Punkte Ä und C. Damit ist obiger Betrachtung gemäß die Brenn- 
strecke Ä'C bestimmt^ deren Mitte ilf (nicht 0') der Mittelpunkt der 
Ellipse sein muß. Es handelt sich nun noch um ein weiteres Bestimmungs- 
stück der gesuchten Ellipse. Wir gewinnen ein solches durch folgende Über- 
legung. Die Kreistangenten in D und B zielen im Bilde (als orthogonale 
Strecken) nach Ä. Dasselbe gilt für die Randtangenten aller horizontalen 
Kreisschnitte der Kuo-el. Unter diesen Kreis schnitten befinden sich zwei 
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Fig. 208 b. 

(einer oben an L^ der andere unten an J)^ bei denen die Randtangenten zu- 
gleich Tangenten an den Prontalkreis D' N' JB' S' sind^ während sie sonst 
diesen letzteren Kreis schneiden. Hier in L und J finden wir daher 
Punkte^ in denen doppelte Berührung stattfindet^ hier muß daher je 
ein Punkt (L bezw. J) der Umrißellipse liegen. Da nun L und J als Be- 
rührungspunkte der Tangenten von A an den Frontalkreis bestimmt sind^ 
so ist durch die Abstandssumme LA' -{- LC bezw. JA + JC auch die 
große Achse 2a bekannt. Damit läßt sich nun die kleine Achse PMQ 
und die Ellipse selbst konstruieren. 

In der ISTebenfigur (208 b) ist unter Benutzung der wichtigsten Linien 
aus der Hauptfigur die Umrißellipse konstruiert^ indem von A die Tan- 
genten an den Frontalkreis bis L und J gezogen sind. Diese Ellipse be- 



*) Diese Spur entspricht EE bezw. E'E' in der Figur zu Anm. 116. 

Müller u. Presler, Projektionslelire. A. 17 
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:^ülirt die Henkel der früheren Bildellipsen und natürlich, auch den Frontal- 
kreis in L und J. Jetzt erst hat man das Yollkomnaene Zentralbild 
der Kugel^ in welche man hier nur noch den lateralen Kreis einzutragen hat. 

Vergleichen wir dieses Bild mit dem Fall der schrägen Parallel- 
projektion (Aufg. 48 a)^ so finden wir^ daß das Schrägbild aus dem Zentral- 
bild erzeugt werden kann^ wenn JL in der Richtung OM ins Unendliche rückt. 
Dann aber fallen die Berührungspunkte L und J^in die Endpunkte des Lotes 
in 0' auf A C\ d. h. P und L bezw. Q und J fallen zusammen und bilden 
ohne weiteres die kleine Achse der Umrißellipse in 0\ — Ubungsaufg. 17 u. 18. 

Aufgabe 195. Ein Würfel soll in schräger Farallelperspel^- 
tive (^ = |-; CO = 30^) dargestellt werden unter Benutzung yon 
Auö-en- und Distanzstrahlen. 

Analyse: Zunächst setzen wir bei diesem Grenzfall yoraus^ daß die 
Normalprojektionen gegeben sind und daß wie in Fig. 206 die Bildebene 
Yor dem Körper (dort für zentrale^ hier für schräge Projektion) liege. 
Wenn ca = 30^ ist^ kommen die Projektions strahlen yon rechts oben herab 
und ihre Aufrisse bilden Winkel yon 30^ 



D(->) 



gegen XX (Fig. 209). Da sie 
ferner aus dem Unend- 
lichen kommen^ so liegt 
auch der Augenpunkt 
im Unendlichen. Die Au- 
genstrahlen der schrägen 
Parallelprojektion lau- 
fen daher in unserem 
Grenzfalle durch die 
Aufrißpunkte A.^ ^ 13,) . . . 
parallel zu einander 
unter 30^ ISTeio-uno' zu 

o O 

XX (nach dem unend- 
lich fernen Augenpunkte 
Ar^). Auch der Distanz- 
punkt (/Joo) liegt im 
Unendlichen^ daher müs- 
sen die Distanzstrahlen 
parallel laufen. Ihre 
Richtung ist leicht zu 
bestimmen. Wegen ^ = |-*) müssen alle orthogonalen Strecken auf | 
yerkürzt sein^ daher z. ^. B^B' = ~ JB^F = \ B^ Q, denn nach dem Früheren 
ist B2Q = B^P. Hierdurch ist die Richtung eines Distanzstrahles be- 
stimmt^ somit auch diejenige aller. 




*) Da g= cot i = j (§ H), so ist l < 
haben hier 72^ Neigung zur Auf ebene. 



72^, d. h. die Projektionsstrahlen 
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Konstruktion: Nach Festlegung der Normalprojektionen legt man 
durch die Aufrißpunkte Ä^^ JB2 . . - die parallelen Augenstrahlen unter 30^ 
Neigung zu XX. Dann schneidet man yon B^ aus auf XX nach rechts 
die Strecke B^Q = der Tiefe B^P ab und auf dem zugehörigen Augen- 
strahl I>.2^oo die Strecke | B^P = jB^Q bis B\ Zieht man nun QB'^ so gibt 
QB'D^ die gesuchte Distanzstrahlen-ßichtung an.^) Hierauf trägt man 
auch die übrigen Tiefen (C^P = G^R usf.) nach XX und zieht durch die 
neu gewonnenen Punkte (B . . .') die Parallelen zu Qli'B^ bis zum Schnitte 
mit den Augenstrahlen (in C usf.). — Auf diese Weise haben wir den 
klaren Zusammenhang der Parallelprojektion mit der Zentralprojektion in 
der Zeichnung vor uns. Der Übergang (rückwärts) von der schrägen 
Parallelprojektion zur normalen ist unschwer zu finden. In früheren 
Beispielen (Aufg. 127^ 167) bewirkten wir ihn vorwärts von der nor- 
malen zur schrägen. Hervorzuheben ist^ daß zu den bisherigen Me- 
thoden zur Darstellung von Schrägbildern (vgl. zuletzt Aufg. 182^ Fig. 196 c) 
nun noch eine weitere (die vierte) getreten ist^ die allerdings der letzt- 
genannten aus § 19 (Schattenkonstruktion), sehr nahe steht. 

Übungsaufgaben 19 und 20. 

Aufgabe 196. Von einem Würfel sind die stereoskopischen 
Bilder zu zeichnen. 

Unter den stereoskopischen Bildern eines Körpers versteht man be- 
kanntlich die Zentralbilder^ die beim Gebrauche beider Augen des 
Menschen entstehen. Bisher haben wir die Zentralbilder immer nur unter 
der Voraussetzung eines projizierenden Auges entworfen. Für die Parallel- 
projektion ist die Annahme des zweiten Auges ohne Belang. Hier aber^ 
bei der Zentralprojektion^ müssen merkliche Unterschiede in den Bildern 
auftreten^ jenachdem man sie für das rechte oder linke Auge entwirft^ da 
auch die Lage des Augenpunktes (A) merklich verändert wird. In Fig. 210 
sind die Verhältnisse verkleinert dargestellt. Zur vollen Klarheit ist es 
nötige die Figur in natürlicher Größe zu zeichnen. Vorausgesetzt ist ein 
Würfel über Eck mit dem Grundriß A-^B^C-^ . . . (Kante = 35 mm) und 
dem Aufriß A^B^C^ . . . Die Nebenachse X' X' soll nun nicht (wie es aus 
der Figur hervorzugehen scheint) durch A-^ gehen^ sondern 140 mm weiter 
nach vorn geschoben sein, sodaß die Tiefe von .4^^ genau 140 mm beträgt; 
dementsprechend sind auch die Tiefen der übrigen Punkte zu verbessern. 
Beide Augen mögen sich in einer Höhe von 155 mm über der Grundebene ge- 
rade gegenüber dem Würfel befinden^ wobei ihre Augenpunkte A und JL' 
eine Entfernung von 75 mm haben mögen^ was mittlerenVerhältnissen bei er- 
wachsenen Menschen entspricht. Die wahre Augendistanz sei hier= 135 mm 



*) Eine einfache Proportionalteilung für 1 : 3 ergibt die Strahlenrichtunc 
noch genauer. 

17* 
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gewählt^ einem mittle- 
ren Auge entsprechend; 
die Summe von wahrer 
Distanz und Tiefe der 
Würfelpunkte beträgt 
daher 25 bis 30 cm^ 
wie normalen Verhält- 
nissen zukommt."^) Den 
beiden Augenpunkten 
entsprechen zwei Di- 
stanzpunkte D und jy, 
die hier links auf der 
Horizontlinie HH weit 
über das Blatt hinaus 
zu denken sind. Von 
den Konstruktionslinien 
sind bloß die Augen- 
strahlen nach Ä und 
A' angedeutet. Die Di- 
stanzstrahlen sind^ wie 
die vollen zugehörigen 
Tiefenabstände, weö*- 
gelassen^ um die Figur 
nicht zu belasten; diese 
Tiefen ab schnitte fallen 
natürlich nach rechts^ 
X ebenfalls weit über das 
Blatt hinaus. 

Man bemerkt sofort 
die Verschiedenheit 
der beiden stereoskopi- 
schen Bilder an und für 
sich und inbezug auf Ä 
und Ä\ Stellt man 
zwischen beiden ein 
X' Kartenblatt auf (über die 
Strichlinie) und hält 
das Auge ungefähr in 
die gegebene Entfer- 
nung (13,5 + 14 = 27^5 cm)^ so erschaut man die Bilder zunächst getrennt. 
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*) Die kleinste deutliche Sehweite beträgt bekanntlich 25 — 30 cm für 
normale Augen. 
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Durch geschicktes Verstellen der Augenachsen (absichtliches Schielen) gelingt 
es^ die Bilder zum Zusammenfließen zu bringen. In demselben Augenblicke 
aber erscheint das plastische Bild in überraschender Deutlichkeit. Die 
Zuhilfenahme eines stereoskopischen Apparates erleichtert zwar das Ver- 
schmelzen der Bilder^ trübt aber die natürliche Entwicklung der Er- 
scheinung. Eine wesentliche Vereinfachung für die Konstruktion dieser 
Bilder liegt darin ^ daß^ wie leicht zu erweisen^ die zugeordneten Bilder 
(z. B. Cr und G') in gleicher Hohe über XX liegen müssen^ sodaß man 
nur das eine Bild mittelst der Distanzstrahlen zu konstruieren hat; das 
andere erhält man dann durch die Augenstrahlen und die horizontalen 
Übertragungslinien (GG'). 

Übungsaufgaben 21 und 22. 




Aufgabe 197. Das Normalhild eines Würfels mit seinem 
Schatten soll in ein Zentralhild umgesetzt werden. 

Wir haben bereits oben in § 19 gesehen^ daß die Schattenkonstruk- 
tionen erheblich zur Plastizität eines projektiyischen Bildes beitragen. Wir 
dürfen daher eine besondere Vollendung des Bildeindruckes*) erwarten^ 
wenn wir das JN^ormalbild eines Körpers nebst Schatten in das Zentral- 



*) Für ein Auge; die wahre Vollendung erhält ein solches Bild natürlich 
erst durch die Farbe. 
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bilcl yerwandeln. Man hätte dann in derselben Figur eine Verbindung 
von Normalbild^ Schrägbild (Schatten) und Zentralbild (vgl. § 19^ Fig. 196 c). 
Zu Grunde gelegt ist die Normalprojektion eines Würfels in allgemeinerer 
Lage (nach § 14, Aufg. 142b). Die Stirnfläche AB E F (¥ig. 211) ist gegen 
die Zentral-Bildebene gelehnt, wie aus der Lage der Nebenachse X' X' her- 
vorgeht. Das Zentralbild dieser Fläche fällt daher mit dem Aufriß Ä.2JB2 
F^E^ zusammen. Die übrigen Teile sind in der üblichen Weise mit 
Augenstrahlen und Distanzstrahlen gezeichnet, doch hat man in der Figur 
die Distanzstrahlen fast ganz weggelassen. 

Nach den Lehren des § 19 ist hierauf in der Grundebene der Schlag- 
schatten A^B'F'G\ . . gezeichnet für co^ = cog = 45^; die betreffenden Schatten- 
strahl-Projektionen sind für einige Punkte markiert. Es handelt sich jetzt 
noch darum, diesen in der Grundebene liegenden Schatten aus der Nor- 
malprojektion in die Zentralprojektion umzusetzen. Das ist aber nur ein 
Fall der einfachen Aufg. 189. Die Tiefen der Schattenpunkte Ä, B\ F' 
usf. sind leicht abzugreifen. A (in der Aufebene) fällt natürlich mit A^ zu- 
sammen. Für B' im Grundriß ist die Tiefe B' P'^ der Aufriß dieses B' ist B.^ . 
Man zieht daher den Augenstrahl B,2A^ schneidet yon B^ aus auf XX 
nach rechts die Tiefe B' P ab bis Q und legt durch Q den Distanzstrahl 
bis zum Schnitte B' mit B.2A. In dieser Weise konstruiert man für alle 
weiteren Punkte und erhält so im Aufriß das Zentralbild A\A.2)B' F' . . . 
des Schlagschattens. Der Eigenschatten ergibt sich yon selbst. 

Übungsaufgaben 23 — 25. 



Die bisher an einer Reihe yon Aufgaben entwickelten Lehren der 
Zentralprojektion reichen aus, um das Zentralbild eines jeden einfacheren 
Körpers zu entwerfen, dessen Normalprojektionen gegeben sind. Wir können 
diese elementare Art der Bildkonstruktionen als „gemeine Punktmanier^^ be- 
zeichnen, da sie den Punkt als geometrisches Grundelement auffaßt und 
alle zusammengesetzten Aufgaben auf ihn zurückführt. Wie auf anderen 
Gebieten der Geometrie, so gewinnt man auch hier neue, bemerkenswerte 
Anschauungen, wenn man nicht den Punkt, sondern die Gerade als Grund- 
gebilde betrachtet. Diese neuen Eigenschaften werden uns für allge- 
meinere Betrachtungen in der Zentralprojektion sehr nützlich sein und 
zugleich auf das Frühere (z. B. Lehrsätze zu Aufg. 191) interessante Streif- 
lichter werfen; zugleich wird sich eine neue Zeichnungsmethode ergeben, die 
man als „Linienmanier^^ bezeichnen kann.^^^) Wir beginnen mit der einfachen 

Aufgalbe 198. Das Zentralbild einer auf der Bildebene senk- 
rechten (orthogonalen) Geraden zu finden. 

Das Bild einer solchen Geraden a (Fig. 212; -^ 45^) ist bestimmt durch 
die Lage der Bilder zweier ihrer Punkte. Wir wählen als Punkte, deren 
Bilder am bequemsten zu bestimmen sind, die Aufrißspur A'' der Geraden in 
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der Bildebene^) und den unendlich fernen Punkt JL^. Das Zentralbild yon 
Ä'' ist A'' selbst; das Bild des unendlich entfernten Punktes gewinnt man^ 
wenn man den Sehstrahl vom Äuge aus längs der Geraden a immer 
Aveiter nach hinten gleiten läßt^ bis er schließlich durch Ä.^ geht; dieser 
letzte Strahl aber läuft a pa- 
rallel und trifft Ebene II im 
Aufrisse 0^ des Auges. Dieser 
Punkt, der Augenpunkt^ ist 
somit das Bild von Ä^, . Das 
Bild der Geraden a ist hier 
die Gerade durch ihre Spur 
(bezw. durch ihren Aufriß)'^'^) 
nach dem Augenpunkt. Diese 
Betrachtung gilt für alle 
orthogonalen Geraden^ daher der Satz: Die Bilder orthogonaler 
Geraden zielen (konvergieren) nach dem Augenpunkt. — Die Kon- 
struktion im offenen Dreikant ist so einfach^ daß wir sie zu den tJbungs- 
aufgaben verweisen. 

Übungsaufgabe 26. 

Allfgalbe 199. Das Zentralbild einer zur Grundebene paral- 
lelen (horizontalen) Geraden zu finden. 

Die gegebene horizontale Gerade a (Fig. 213; |^ 45^) laufe von rechts 
vorn nach links hinten. Wir wählen als Bestimmungspunkte dieselben wie 
vorher^ den Spurpunkt Ä'' und 
den Pernpunkt Ä^, . Das Bild ^""^^^^ 
von Ä'' ist wiederum Ä''-^ 
hier ist übrigens Ä'' nicht 
zugleich Aufriß von a. Das 
Bild von Ä^ wird auch hier 
gefunden^ indem man den 
Sehstrahl von aus längs 
a bis zum Fernpunkte glei- 
ten läßt; der letzte Strahl 
läuft dann parallel a und wird 
die Bildebene II in einem 

Punkte F treffen. Nun ist Ä' F das Zentralbild von a. Aus der näheren 
Betrachtung der Figuren 212 und 213 ergeben sich folgende wichtige Sätze: 




Fio^. 213. 



*) Wir nehmen zunächst nur die Aufebene als Bildebene. Der Übergang 
von dieser zu einer Parallelebene ist nach dem Früheren sehr einfach, da 
es sich bei der Verschiebung nur um die richtige Auffassung der Distanz und 
der Tiefenabstände handelt. 

*^) Ihre Spur A'' ist hier zugleich Aufriß f/^- 
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1. Die Bilder aller Geraden^ die parallel der Horizontalen a 
sind^ zielen (konvergieren) sämtlicli zu demselhen Punkte F. — 
Man nennt diesen Punkt den Fluchtpunkt der betr. Scliar yon paral- 
lelen Geraden. 

2. Die Gerade O^F läuft parallel zur Grundebene bezw. zur 
X- Achse. Denn Ä'A^ ist parallel der horizontalen Grundebene ^ und 
0^ ist derselben Ebene parallel^ somit Ebene OFO^ ebenfalls parallel 
der Grundebene. 

3. Die Fluchtpunkte aller zur Grundebene parallelen Ge- 
raden (d. h. die Bilder ihrer Fernpunkte) liegen auf einer durch 
den Augenpunkt gelegten horizontalen Geraden. — Man nennt 
diese Gerade (HH) die Horizontlinie. 

4. Ist die Entfernung 0^ des Auges yon der Bildebene (Distanz) 
gegeben und außerdem der I^eigungswinkel cp der Geraden zur Bild- 
ebene^ so ist es leicht^ das rechtwinklige Dreieck OO^F und damit die 
Entfernung des Fluchtpunktes F vom Augenpunkte zu konstruieren. 

5. Nach Ermittelung des Fluchtpunktes einer Geraden 
findet man das Bild derselben^ indem man yon ihrer Spur in der 
Bildebene nach dem Fluchtpunkte die Gerade zieht. 

6. Ist die zur Grundebene parallele Gerade a gegen die 
Bildebene unter einem Winkel von 45^ geneigt^ so nennt man 
ihren Fluchtpunkt Distanzpunld. — Es ist nämlich 0^0 = O^F =^ ^qy 
Augendistanz. 

7. Der Augenpunkt ist der Fluchtpunkt für alle orthogo- 
nalen Geraden. 

8. Laufen die abzubildenden^ horizontalen Geraden yon 
links yorn nach hinten rechts^ so erhält man auf der rechten 
Seite yon Og den Fluchtpunkt bezw. Distanzpunkt. 

9. Parallele Geraden^ die gegen die Grundebene geneigt 
sind^ haben ebenfalls Fluchtpunkte; diese liegen nicht in der 
Horizontlinie^ sondern höher oder tiefer. 

Die Eigenschaft des Distanzpunktes als Fluchtpunkt ist uns schon in 
den Figuren 206 und 209 entgegengetreten^ wo die Diagonallinien der 
Würfelflächen sämtlich durch D gehen. — Die Ausführung unserer Auf- 
gabe 199 in der aufgeklappten Ebene yerweisen wir wegen ihrer Einfach- 
heit zu den 

Übungsaufgaben 2Q — 28. 

Aufgabe 200. Das Zentralbild eines beliebigen Punktes P 
zu bestimmen^ dessen Grund- und Aufriß gegeben sind. 

Analyse: Während wir früher (z. B. Aufg. 191^ 192) die Gerade durch 
zwei Punkte festlegten^ bestimmen wir jetzt den Punkt als Schnitt zweier 
Geraden und fassen die Lösung folgendermaßen an. Man denke sich durch 
P) Fig. 214^ das Gegenstück zu Fig. 204 a; -|^ 45^) eine orthogonale Ge- 
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rade gelegt^ welclie die Bildebene im Aufriß Pg des Punktes treffen muß; 
Pg ist also die Spur dieser Geraden PP2; ferner lege man durch P eine 
horizontale Gerade PQ^ die unter 45^ zur Bildebene geneigt ist und 
letztere in Q treffen möge. ISTun ist F.^Q =- F^F = der Tiefe von P.. 
(Beachte die Verkürzung des Schrägbildes.) 

Von diesen beiden Geraden^ der orthogonalen und schiefen^ bestimmen 
wir nun die Bilder genau so^ wie in den beiden vorigen Aufgaben an- 
gegeben ist: Das Bild von FF^ ist F^O^, das Bild von FQ ist QF. Da- 
mit aber hat man zwei Orter für das Bild F\ 




Fig. 214. 

Konstruktion*): Man zieht den Augenstrahl F^O^ und die Horizont- 
linie HO^H. Dann bestimmt man den Distanzpunkt D^ indem man die 
Distanz 0^^ die dem Grundriß {^0-^0^ zu entnehmen ist^ vom Augenpunkte ab 
nach links (bezw. rechts) abschneidet. Ferner zieht man durch Pg eine hori- 
zontale Linie nach rechts (bezw. links) und trägt darauf die Tiefe PP2. 
ab bis Q. Der Schnitt F' der Strecke QF mit Pg 0^ ergibt das Bild F\ 

Wir sehen zu unserer Überraschung, daß der neue Gedankengang'; 
äußerlich zu derselben Konstruktionsregel führt wie die Aufgabe 191 
und erkennen zugleich^ daß die damals als künstlich empfundene Pro- 
portionalteilung hier anschauliche Bedeutung gewinnt^ sodaß man sie 
leicht merken kann. 

Der Übergang zu einer anderen Bildebene (parallel zu II) vollzieht 
sich in derselben einfachen Weise wie früher^ indem man die Konstruktion 
auf dieser neuen Bildebene in die Aufebene zurückschiebt und unter Be- 
rücksichtigung der neuen Distanz und der neuen Tiefe die Zeichnung 
entwirft. 

Übungsaufgaben 29 und 30. 



*) Im aufgeklappten Dreikant hier nicht ausgeführt. Yergi. Übungsaufg. 
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Die Fluchtpunktbetraclitung gibt Veranlassung zu wesentlichen Ver- 
einfacliungen in der Konstruktion^ wenn man die Zentralbilder einer 
größeren Anzahl paralleler Geraden zeichnen soll^ wie sie sehr häufig 
(z. B. schon beim Würfel) yorkommen. Namentlich gewinnt das Flucht- 
punktyerfahren Bedeutung^ wenn diese Parallelen allgemeinere Lagen 
haben. Hat man die Bilder zweier dieser Geraden auf gewöhnliche 
Weise (vergl. Aufg. 200) bestimmt^ so hat man auch den Fluchtpunkt^ 
nach dem alle übrigen Bilder konvergieren. Bei horizontal verlauf enden 
Geraden g;enüö;t schon das Bild einer Geraden zur Bestimmung; des Flucht- 
punkteS; weil dieser zugleich auf der Horizontlinie liegen muß. Übrigens 
kann dieser auch nebenbei durch ein rechtwinkliges Dreieck (yergl. Auf- 
gabe 199^ Satz 4) gefunden werden. Ganz besondere Vorteile aber ge- 
währen die Fluchtpunkte^ wenn wir der Bildebene allgemeinere Lagen 
geben. Das führt uns zu 

Aufgabe 201, Ein Punkt ist durch seine Koordinaten ge- 
geben; man soll sein Zentralbild inbezug auf eine beliebige ver- 
tikale Bildebene finden.^^^) 

Analyse: In dem Dreikant Fig. 215a (~^ 45^) ist gegeben der Punkt 

P mit seinen Normal- 
projektionen (P^ und 
Pg)^ das Auge mit 
seinen Projektionen (nur 
0^ ist gezeichnet) und 
eine beliebige vertikale 
Zentralbild - Ebene mit 
der Grundspur X Y^ der 
Auf spur Xff und Pro- 
filspur YH. Wir legen so- 
fort durch Odie Horizont- 
Ebene^ welche die Bild- 
ebene in der Horizont- 
linie HH schneidet 5 sie 
X_ trifft die Vertikale FF^ 
in A. Das Bild A liegt 
daher im Schnitte zwi- 
schen OAviR^HH. Den 
Punkt Ä nennt man 
Hauptpunkt. Der Seh- 
strahl OF treffe in P' 
und derjenige nach P^ 
Die drei Punkte F\ A, F^ müssen in einer 
vertikalen Geraden liegen ;, und die Strecke F' F^ ist als Zentralbild 
von FF^ zu betrachten. Es fragt sich nun^ wie man zunächst P' am 




in F-^ die Bildebene. 
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besten festlegt. Man denkt sich die Vertikale PP^ in beliebiger Rich- 
tung*) parallel mit der Anfangslage nach vorn in die Bildebene ge- 
schoben^ etwa nach Q Q^ . (Wir verfahren somit analog der früheren Methode^ 
wobei nämlich QQ^ als Aufriß yon PP^ erschien; ygL vorige Figur.) 
Die Hilfsstrecke QQ^^ die gewissermaßen ^^herübergeholt^^ wurde^ schneidet 
HH in S^ dem sog. Verschiebungspunkte. Läßt man nun den Seh- 
strahl OÄ längs SA. und ihrer Verlängerung gleiten bis zum unendlich 
entfernten Punkt Ä^^ so wird der 
letzte Sehstrahl die Horizontlinie 
in i^ treffen^ wobei 0F\\ SÄ^-^ mit 
anderen Worten: SÄ'Fisi das Bild 
von SÄÄ^ und F der Flucht- 
punkt für die Bilder aller Geraden 
parallel AS^ also auch für ^P und 
QiPi' Da ferner Q und Q^ ihre eig- 
nen Zentralbilder sind^ so geben QF 
und ^^P die Zentralbilder von QP 
und QiPi- Wir haben nun für P' 
(bezw. P^') folgende Orter: Die 
Vertikale im Hauptpunkte A' und 
den ^^FluchtstrahF FQ (bezw. FQ,). 
Man sieht nunmehr leicht ein^ daß 
die Bestimmung der Punkte A'^ S 
und F sehr einfach ist^ denn die 
ganze Konfiguration der Horizont- 
ebene wiederholt sich in der 
Grundebene^ und man braucht 
das Horizontdreieck mit allem Beiwerk 
nur nach unten zu verschieben. 

Konstruktion: Wir zerlegen die 
Ausführung vorläufig in zwei Teile ^ in 
die Bestimmung der Horizontpunkte S^ 
Ä und F (bezw. Q^, B und F^^ wegen der 
Verschiebung nach unten) in Fig. 215 b 
und in den eigentlichen Bildentwurf 
(Fig. 215 c)."^*) Zu dem Zwecke wird 
zue-rst (Fig. 215 b) die Horizontebene 
heruntergeschoben und dann das Drei- 
kant aufgeklappt^ wobei die Bildebene zunächst wegfällt und meist nur 

*) Man wählt natürlich bei der praktischen Ausführung eine vorteil- 
hafte Richtung, etwa die orthogonale oder die Richtung der X- bez. T- Achse, 
oder sonst eine bereits ausgezeichnete Richtung. 
'^'*) Beide Figuren sind auf j verkleinert. 




Fig. 215b. 



(Y) 



(X) 



P, 



Fiff. 215 c. 
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die Grundebene gebrau clit wird."^) N'un legt man P^, P^ sowie 0^ durch 
Koordinaten fest und die Grundspur X Y der Zentral-Bildebene durcb Para- 
meter (a^ h). Dann zieht man O^P-^ bis zum Schnitte P(Ä') mit XY. Ferner 
legt man durch P^ eine beliebige Gerade P^ Q^^ d. h. ^,man holt P^ herüber 
nach Q^^^ und zieht durch 0^ die Parallele zu Q^P^ bis zum Schnitte 
P^(P) mit XY. Hiermit ist die Lage der Horizontpunkte gefunden. 

Nun schreitet man zum Hauptteil der Konstruktion (Fig. 215c). 
Man legt die vertikale Zentral-Bildebene in die Papierebene und zieht darin 
die Horizontlinie HH-^ auf dieser markiert man (mit der Nadel) die aus 
dem Grundrisse (der Fig. 215 b) entnommenen Punkte Q^^ Pi, F^ als S^ Ä 
und j^^. Dann errichtet man in dem Verschiebungspunkte S das Lot und 
schneidet darauf (aus Fig. 215b) die Strecke A^P.^ = ^'Ö (bezw. A,^P^^ = 
SQ^) ab bis Q(Qi). Zieht man dann den Fluchtstrahl FQ(FQ^) und er- 
richtet man im Hauptpunkte Ä' die Vertikale^ so erhält man in P\P^^ 
das gesuchte Bild. Zugleich ist das Bild P' P^ der Vertikalen PP^ gefunden. 

Übungsaufgaben 31 und 32. 

Aufgabe 202. Man soll das Zentralbild eines Würfels üher 
Feh zeichnen^ wenn seine Normalprojektionen für die Frontal- 
stelhtng gegeben sind. 

Analyse: In Fig. 216a ist ein Würfel in Frontalstellung durch die 
Projektionen Ä^B^C\ . . . und J^gPgCg . . . gegeben. Die Grundspur der 
Zentralbild-Ebene sei e^ die Aufrißspur des Horizonts It' und die Augen- 
projektionen 0^ und Og. Man sieht sofort^ wie man vermittelst des neuen 
Verfahrens ein Zentralbild üher Feh erhalten kann^ ohne daß man erst 
den Körper selbst mit seinen Normalprojektionen aus seiner einfachen 
Frontal-Lage in die Übereck-Lage zu bringen braucht. Da nun gerade 
die Übereck-Ansichten die eigenartigsten und malerischsten sind^ so 
erhellt hieraus die Bedeutung der neuen Methode. Wir denken uns zu- 
nächst für Ä^ P, C und I) die Hauptpunkte Ä\ B\ C und F' nach Ana- 
logie der vorigen Fig. 215 b und 215 c festgelegt. Da diesmal der Hori- 
zont über den Punkten liegt^ so hat man sich auch die Hauptpunkte 
entsprechend zu denken. Die Vertikalstrecken durch Ä und I) holt man 
vorteilhaft nach (Ä) herüber und diejenigen durch F und G nach (P). 
Endlich zieht man durch 0^ die Parallele zu Ä^ (Ä) bezw. P^ (P) und er- 
hält so den Fluchtpunkt F. Damit sind aber die wichtigsten Beding- 
ungen erfüllt für die 

Konstruktion: Man zieht eine beliebige Horizontlinie (Fig. 216 b)^ 
überträgt auf dieselbe aus Fig. 216a die Hauptpunkte ä\ B\ C\ I)\ die 
Verschiebungspunkte (^) und (P) und den Fluchtpunkt F. Dann zieht 



*) Die Vertikalspuren e' und li' der Bild- bezw. Horizont -Ebene sind 
von nebensächlicher Bedeutung. Das Auge ist sehr nahe gewählt, um Platz zu 
sparen; für natürliche Verhältnisse müssen größere Abstände genommen werden. 
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man durch (Ä) und (B) 
die Vertikalen (diesmal 
nur nach unten) und 
schneidet auf ihnen die 
aus Fig. 216 a zu ent- 
nehmenden vertikalen 
Tiefen(Ä,)Ä,und(B^)B^ 
ab bis (Ä') bezw. (B'). 
Hierauf zieht man die 
Fluchtstrahlen (Ä')F 
und {B')F bis zum 
Schnitte A und B mit 
den Vertikalen in den 
Hauptpunkten Ä und 
B'F) Um E zu finden, 
braucht man nur die 
Tiefe (^2)J^;**) abzu- 
schneiden bis {E') und 
den Fluchtstrahl zu 
ziehen bis zum Schnitte 
E mit der Vertikalen 
in Ä . Ähnlich yerf ährt 
man mit F. ISTachdem 
nunmehr vier Bild- 
strecken erstanden sind, 
erhält man D, C, (r und 
H durch die Vertikalen 
in Dl{H') und C\G'). 
Übungsaufgaben 33 
und 34. 

Aufgabe 203. Eine 
gerade, rechteckige 
Pyramide ist zentral 



zu projizieren. 

Analyse: Die Pyra- 
mide hat einfache Lage^ 
ihr Grundriß sei S-^^ 
12 34 und ihr Aufriß 
^2, 12 3 4 (Fig. 217 a). 
Augengrundriß 0^ und 
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Fig. 216 b. 



*) Von jetzt ab sollen die Zentralbild-Punkte mit Buchstaben ohne Strich- 
Index bezeichnet werden. ■^*) Eigentlich {E^E.^. 
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Bildebenen-Spur e sind nach links gelegt^ sodaß letztere nahe an der 
Pyramide yorbeistreift. Die Aufrißspur des Horizonts sei li\ Nunmehr 
werden folgende Verschiebungen vorgenommen: 

1. Wir holen die Vertikalen durch den Punkt 1^ durch S(M) und 
durch 3 in der Diagonalrichtung herüber nach (S). 




Fig. 217 a. 

2. Die Vertikale durch 2 wird herübergeholt in der Richtung 2 1 
nach (2). 

3. Die Vertikale durch 4 in der Richtung 4 1 nach (4). 

Diesen drei Verschiebungen entsprechen die drei Fluchtpunkte F^(F^)^ parallel 
13^ jPg; parallel 1 2^ und F^^ parallel 1 4. Nun wird die Konstruktion ge- 
nau nach Grundaufgabe 201 ausgeführt^ wobei man auf mancherlei Kon- 
struktionsYorteile zu achten hat. 

Konstruktion: Nach Festlegung der Projektionen durch Koordinaten 
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(hier ist x wiederum beliebig) und der Ebenenspuren durcb Parameter ziebt 
man im Grundriß (der Fig. 217 a) die Strahlen von 0^ nacb 1, 2, 3, 4 und 5'^ 
(bezw. ilfj bis zum Schnitte mit e in den Hauptpunkten \\ 2'^ o' usf. 
Dann yerlängert man 3 1^ 21 und 41 bis zum Sdirntte (S)^ (2) und (4) 
mit e. Endlicli zieht man durch 0^ die Parallelen zu (S)3^ zu (2)2 und 
(4)4 bis zum Schnitte F^{F^) bezw. F. 2 nnd F^ mit e. 

Nunmehr überträgt man die Gerade e als Horizontlinie mit sämt- 
lichen Punkten auf ein besonderes Blatt (Fig. 217 b) und errichtet zu- 
nächst in (S) die Vertikale. Hierauf schneidet man von (ß) aus nach 
oben die Höhe [S){S') und die Tiefe {S){M') ab^ die man beide aus der 
Fig. 217 a dem Aufrisse entnehmen kann. Durch die zuletzt erhaltenen 
Punkte zieht man die Fhichtstrahlen nach dem zugehörigem F^ und er- 
richtet in S' die Vertikale bis zum Schnitte 8 und M mit den Flucht- 

(S) 



-H 



strahlen. Durch die Vertikalen in 1' und o' werden dann sofort 1 und o der 
Grundfläche gefunden. Um nun noch 2 und 4 zu bestimmen^ müßte man der 
Regel gemäß die Punkte (2) und (4) benutzen.*) Da aber 1 bereits festgelegt 
ist und die Punkte 1 und 2^ sowie 1 und 4 hier dieselben Fluchtstrahlen 
haben ^ so braucht man in (2) und (4) nicht die Vertikalen zu errichten. 
Man zieht yielmehr nur die Fluchtstrahlen IF^^ und \F^^^) und lotet von 
2' und 4' auf sie herab bis 2 und 4. Die geradlinige Verbindung ergibt 
sofort das gesuchte Zentralbild. 

Nach den gegebenen Beispielen kann es nicht schwer fallen, jeden 
weiteren Fall nach dieser allgemeinen Fluchtpunktmethode zu be- 
handeln (vergl. Übungsaufgaben). Wir beschränken uns hier darauf^ nur 
noch einige Sonderfälle zu behandeln^ um den Zusammenhang der ver- 
schiedenen Zentral- Abbildungsmethoden sowohl unter sich als auch mit 
anderen Projektions- Arten vollkommen klarzulegen. 

Übunefsaufe^aben 35 und 36. 



*) Punkt (4) fällt zufällig in der Figur auf 1 8. 
**) Zur Probe zeige man, daß diese auch wirklich durch die noch fehlen- 
den Punkte (2 ') und (4 ') gehen. 
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Aufgabe 204. Ein Würfel ist zentral zu projizieren auf eine 
Bildebene^ die parallel der Aufebene liegt^ und zwar unter Ver- 
wendung allgemeiner Fluchtpunkte. 

Analyse: Mit anderen Worten liegt die Saclie so^ daß man die letzt- 
benutzte Fluditpunktmethode^ die für eine beliebige Vertikalebene galt^ 
für den einfacheren Fall der frontalen Vertikalebene spezialisieren soll. 

K • '. ^ \^ 



X- 



H. 



:^Ä Cja 



H. 



^. 



EA 



K\ Bj 



(A) 



'•■■A p '-^'-f:! 



T F 



Fig. 218 a. 

Denken wir uns in der Grundfigur 215a die Vertikalebene in eine fron- 
tale Lage (also parallel zur Aufebene) gedreht^ so ändert sich in dem 
Zusammenhange der Hauptpunkte mit den Flucht- und Verschiebungs- 
punkten im wesentlichen nichts. Wir können daher ohne weiteres ver- 
fahren wie bisher; wir holen (Fig. 218a) AE und CG m. der Diagonal- 
richtung herüber nach (Ä) und bestimmen den Fluchtpunkt i^^ für diese 
Richtung. Die übrigen Kanten brauchen^ wie wir vorher gesehen haben^ 
nicht verschoben zu werden^ da sie durch AE und CG näher bestimmt 
sind^ dagegen ist der Fluchtpunkt F^ für die Richtung AD (EH) bezw. 
-jBC{FG) nötig. Endlich hat man noch den Fluchtpunkt F^ zu merken 
für die Richtung AB (bezw. EF)^ die der X-Achse parallel läuft. 
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Konstruktion: In Fig. 218b sind auf der Horizontlinie die Ver- 
schiebungspunkte und Fluchtpunkte sowie die Hauptpunkte Ä\ JB\ C .. . 
markiert. Wir loten Yon (J.) herab^ schneiden die aus Fig. 218a ent- 
nommenen Tiefen (anter dem Horizont) für E und A ab bis {E') und (A) 
und ziehen die zugehörigen Flu cht strahlen nach F^. Dann lotet man yon 
A und C herab bis zum Schnitte E und A bezw. G und C mit den 
Fluchtstrahlen. Durch A und E legt man dann Fluchtstrahlen nach F^ 
und F^, um durch Herablotung yon I)' und B' die letzten Bildpunkte 
D und H bezw. B und F zu erhalten. Ein Vergleich mit der früheren 
Figur 206 zeigt die Übereinstimmung^ • zugleich aber auch den Vorzug 
jener ^^Distanzpunktmethode^' für einfache Lagen der Bildebene yor dieser 
(allgemeineren) ^^Fluchtpunktmethode^^ 

Übungsaufgabe 37. 

A T> B C' 



:(A) 



(E)i 



(A) 



-»--1 -"-oö 



>:• 



r 



Fig. 218 b. 

Aufgabe 205. Ein Würfel in allgemeinerer Lage soll für eine 
einfache Lage der Zent7''albildebene nsLch der Fluchtpunktmethode 
mit Schlagschatten zentral projiziert werden. 

Wir haben in Fig. 219 (etwas yerkleinert) genau dieselben Verhältnisse 
wie in der früheren Fig. 211^ wo die Aufgabe mit dem Distanzpunkte allein 
gelöst wurde. Hier soll nur kurz gezeigt werden^ wie auch die Schatten durch 
Fluchtpunkte leicht im Zentralbild zu zeichnen sind. Die Bildebene ist 
wie dort durch die Frontalfläche des Würfels gelegt^ weshalb ein ^^Herüber- 
holen" yon Punkten oder Vertikalen in die Bildebene überflüssig ist. Den 
jj Augenpunkte^ 0{^) hat man sich in einer Entfernung yon 110 mm yon e' 
yorn zu denken^ er ist wegen Raumersparnis hier weggeblieben. Als Flucht- 
punkt kommt lediglich F in Betracht^ den man dadurch erhält^ daß man 
yon 0^ die Parallele zieht zur Hauptrichtung AD^BCusf. Hiernach wird die 
Konstruktion der Zentralbilder aus der Figur yerständlich sein. Dabei 
wird bemerkt^ daß die auf e bestimmten Punkte nicht in eine neue 
Figur auf die Horizontlinie übertragen sind^ sondern in unmittelbarem 
Zusammenhang zur Konstruktion des Zentralbildes benutzt sind. Das 
ist überall da angängige wo der Horizont soweit über dem Gegenstande 



*) Hier bei der allgemeinen Fluchtpunktmethode wird man füglich 
den Augengrundriß, da er die Hauptrolle spielt, kurz „Augenpunkt" nennen. 

Müller"u. Presler, Projektionslelire. A. 18 
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liegt ^ daß die Konstruktionslinien einander niclit stören, 
schattenp unkte in Normalprojektion sind mit B\ F\ G 



— Die Grund- 
. . . bezeichnet. 

Zur Bestimmung ihres Zentralbildes greifen wir jy heraus. Dieser Punkt 
wird am besten senkrecht herübergeholt nach (1^). Da die Strecke 
JB\B') parallel den Würfelkanten verläuft^ so kann F für diesen und für 
alle Schattenpunkte als Fluchtpunkt gewählt werden. Wir loten herab und 
schneiden die Tiefe des Punktes B' (= dem Abstand XX der Spur It' von 




CA) (B') M 0^ 

Fio-. 219. 



\ 



der Achse) ab von {B') bis (1)''). Dann zieht man {B'')F und lotet von 
dem Hauptpunkte (hier mit i? bezeichnet) herab bis zum Schnitte B" mit 
dem Fluchtstrahl. Ahnlich verfährt man für die übrigen Punkte des Schlag- 
schattens. Um das Zentralbild kräftig hervorzuheben^ ist 'noch das recht- 
eckige Stück L^M^P^Q^ der Grundebene in Zentralprojektion als LMPQ 



dargestellt. 



Übunö;saufö;abe 38. 



Aufgabe 206. Ein Würfel soll in sc/^rä^er Parallelprojektion 
dargestellt werden und zwar als Spezialfall der Zentralprojektion 
mit allgemeinen Fluchtpunkten (g = |^, co = 30^). 

Analyse: Wir haben hier das Seitenstück zu Aufgabe 195. Wäh- 
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rend dort das Sclirägbild als Sonderfall des Zentralbildes auf Grund der 
Distanzpunktmetliode entwickelt wurde ^ soll liier die Ableitung auf 
Grund der zuletzt entwickelten Pluclitpunktmetliode erfolgen. In Fig. 220 
ist der Würfel in seinen Xormalprojektionen gegeben. Die Zentralbild- 
Ebene ist der Einfachheit halber frontal gewählt mit der Grundspur e'.*) 
Für den Fall der schrägen Parallelprojektion kommt das Auge ins Un- 
endliche zu liegen ;, somit auch der Aufriß (//') der Horizontlinie. Dem- 
entsprechend sind auch die Tiefen unter dem Horizont unendlich groß 
und die Strahlen nach dem Augen- Grundpunkte 0^^ sowie die Strahlen 
nach den unendlich entfernten 

Fluchtpunkten parallel. Da- ([{) ^5^^ a^ i\\) 

mit sind übrigens weder der 
Vers chiebungspunkt {Ä) noch 
die Hauptpunkte Ä\ B', C\ . . 
unbestimmbar. Es fragt sich 
bei letzteren nur noch um die 
Richtung der Augenstrahlen. 
Nun wissen wir^ daß diese 
Strahlen als Grundrisse pa- 
ralleler Seh strahlen für ^ = | 
und CO = 30^ (c3, auf S. 2^6) 
einen Winkel von rd. 74^ (vgl. 
in Aufgabe 182 den Winkel 
CO ^) mit der XX - Achse^ 
also auch mit e' bilden. Man 
hat daher von A^^ JB^^ C\ . . . 
die Parallelstrahlen unter dem 
genannten Winkel zu ziehen. 
Wir müssen nunmehr die 
Richtung der Flucht strahlen 
bestimmen für denjenigen 
Fluchtpunkt^ der der Kante 

AD des Würfels (wiegen des Verschiebungspunktes (^4)) entspricht. Diese 
Richtung ist aber, wie man aus der Grundfigur 215a ersieht^ durch den 
Winkel co gegeben. Denn die Richtung Q^F in jener Figur ist für 
orthogonale Verschiebungen, hier nach {Ä)^ nichts anderes als die 
Aufrißrichtung der Projektions strahlen, deren Neigungswinkel 03 = 30^ 
geö'en XX ö-eo-eben ist. 

Konstruktion: Man zieht die Augenstrahlen nach 0^^ unter 74^ 
zu (3'**) und bestimmt die Hauptpunkte Ä ^ B\ C . . . Dann holt man 




(Är±- 



*) Man kann sie ebensogut beliebig vertikal nehmen. Vergl. Übungs- 
aufgabe 39. '^''*) Auch hier kombinieren wir beide Bildentwürfe. 
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die Punkte Ä und D herüber nach {Ä) und lotet herab; hier müßte nun 
die Tiefe von Ä unter dem Horizonte Yon {A) aus abgeschnitten werden. Diese 
Tiefen sind nun unendlich^ dagegen ist ihre Differenz endlich; da es bloß 
auf diese Differenz ankommt^ so ziehen wir im Aufriß einen beliebigen „Hilfs- 
horizont^'^ Qi')^ nehmen yon diesem aus die Tiefen und machen (Ä) ( J.') = 
FÄ^ und (Ä)(E') = P-E2 ^^f- Hierauf zieht man durch (A') und {E') die 
Fluchtstrahlen ins Unendliche nach F^ unter 30^ Neigung zu e/. Lotet 
man nun herab yon Ä' (bez. E')^ so sind die Zentralbilder Ä und E be- 
stimmt. Die übrigen Punkte werden in ähnlicher Weise gefunden. Die Über- 
einstimmung mit dem Schrägbilde in Fig. 209 ist ohne weiteres sichtbar. 
— Anstatt den Winkel cö = 30^ zur Festlegung der Fluchtstrahlen zu 
benutzen^ darf man auch mit j der Strecke {Ä)Ä^ yon (J.') aus den 
Kreis beschreiben bis zum Schnitte ^ mit dem Lote. in ^'; dann ist durch 
{Ä')Ä die Richtung der Fluchtstrahlen ebenfalls gegeben. Diese letztere 
Methode ist weniger scharf^ entspricht aber mehr der Aufgabe 195. 
Übungsaufgaben 39 und 40. 

Aufgabe 207. Auf Grund der allgemeinen Fluchtpunkt- 
methode soll die Normalprojehtion eines Würfels auf eine he- 
liehige Vertikalebene gefunden werden. 

Mit diesem Sonderfall wollen 
li , . |{ wir die Lehre yon der Zentral- 
projektion (auf Grund der N^or- 
malprojektion) beschließen. Aus 
der Fig. 221 ergeben sich un- 
mittelbar die wichtigsten Ver- 
^ hältnisse. Der Augen- Grund- 
punkt 0^ liegt bei der Normal- 
projektion auf die Vertikalebene 
e im Unendlichen in einer Rich- 
tung^ die durch Lote yon Ä-^^^ 
B-^, C-^ . . . auf e angegeben wird. 
Hierdurch sind die Hauptpunkte 
Ä ^ B\ C\ . . bestimmt. Die 
Würfelkanten durch Ä und D 
sind^ wie früher, nach (Ä) herüber- 
geholt. Der Fluchtpunkt F^ für 
diese Verschiebungsrichtung yon 
Ä-^ nach (JL) muß auch hier im Un- 
endlichen liegen^ weil das Auge 
Fig. 221. nach rechts yorn hin (0^) im Un- 

endlichen liegt. Da ferner bei 
der Normalprojektion die Projektions strahlen nicht yon oben her (nach 
Maßgabe yon 03) kommen^ sondern hier yon yorn rechts her in hori- 




ijL) 
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zontaler Lage*) einfallen^ so können wir uns das Auge in beliebiger Höhe 
über der Grundebene^ wenn auch im Unendlichen^ denken^ was durch die 
Horizontalspur li' angedeutet sein soll. Es muß daher der fragliche Flucht- 
punkt auf der entsprechenden Horizontlinie im Unendlichen liegen^ d.h. 
sein Grundriß liegt auf e'^ das den Grundriß des Horizonts yertritt^ im Un- 
endlichen. Die betreffenden Pluchtstrahlen laufen somit e parallel. 
Nun konstruiert man genau nach der Regel ^ indem man die Tiefen unter 
dem Horizont li' von e aus bis {Ä) bezw. (E') einträgt^ die Fluchtstrahlen 
nach F^ parallel e zieht und yon den Hauptpunkten A ^ B'^ C\ . . parallel 
{Ä){Ä) herablotet. Das erhaltene Bild entspricht durchaus dem Normalbild 
yon Fig. 141 a. — Die in dieser Aufgabe entwickelte Methode ist brauchbar^ 
um Normalprojektionen in allgemeinerer Lage zu erhalten. Während 
wir früher solche Lagen durch Drehung der Körper erhielten^ gelangt 
man hier durch Drehung der Bildebene auf das allgemeinere Bild. In- 
dessen erhält man genau dasselbe Resultat^ wenn man^ ohne die Brücke 
der Zentralprojektion zu benutzen^ direkt yon der Normalprojektion aus- 
geht und durch Drehung einer Bildebene^ hier der Aufrißebene^ die Auf- 
gabe löst.^^^^) — Übungsaufgabe 41. 



Anhang zu § 20: Zentrale und andere Kartenprojektionen. 

Die bisherigen Zentralprojektionen hatten sämtlich zum Ausgang die 
Normalprojektion. Hier sollen nun noch anhangsweise an der Hand yon 
Aufgaben einige Zentralprojektionen erörtert werden^ welche ganz selb- 
ständig dastehen. Sie yerdienen schon deswegen Berücksichtigung^ weil 
sie yielleicht die ältesten Zentralprojektionen überhaupt bilden und in der 
geographischen und astronomischen Kartenprojektion eine heryorragende 
Rolle spielen. ^^^) 

Aufgabe 308. Die Polarkarte der Erde soll in stereographi- 
scher Projektion gezeichnet werden. (Maßstab 1 : 250 Million.) ^^^) 

Analyse: Unter stereographischer Projektion der Erdkugel 
yersteht man die Zentralprojektion ihrer Oberfläche (mit Meridiankreisen 
und Parallelkreisen) aus einem Punkte der Oberfläche selbst auf eine 
Ebene^ die auf dem Mittelstrahl senkrecht steht. Wenn in Fig. 222a 
(Schrägbild; \j 90^) das Auge in dem Südpole S liegt ^ so ist der 
Mittelstrahl die Gerade SO bezw. SN. Als Bildebene dient hier die senk- 
rechte Äquatorebene ÄJBGI)(E). Statt der Äquatorebene darf auch eine 
andere zu SO (SN) senkrechte Ebene als Bildebene gewählt werden^ etwa die 
sog. Antipoden-Ebene (hier die Berührungs ebene in N)\ doch wollen wir 
yorläufig an ,der Äquatorebene festhalten. Zieht man nun yon S die Pro- 
jekt] onsstrahlen^ so bemerkt man^ daß das Bild yon A^ in liegt und 
daß das Bild des Äquators mit ihm selbst zusammenfällt. Die Strahlen 

*) Natürlich normal zur Bildebene, deren Grundspur e ist. 
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nach einem beliebigen Parallel PQB . . . durchstechen die Bildebene in 
einem Kreise P' Q' B\ . . ^ da dieser ein Parallelschnitt eines Kreiskegels 
ist (34). Die Gesamtheit der Strahlen nach dem beliebigen Meridian 
NF GUS liegt in der Meridianebene selbst^ daher durchstechen sie die 
Bildebene in einer Strecke OG. Dem Schnittpunkte inzwischen Meridian 

und Parallel entspricht 
der Bildpunkt F' zwi- 
schen und 6r. Den 
Punkten II und U auf 
der Südhälfte des Meri- 
dians entsprechen Bild- 
punkte H' und U' auf 
jE' a u ß e r h a 1 b des Äqua- 
tors. Das Bild des geo- 
graphischen Gradnetzes 
besteht somit aus einem 
System von konzen- 
trischen Kreisen und 
Strahlen um bezw. durch 
0. Die Strahlen bilden 
untereinander denselben 
Winkel wie die Meridiane (Längen- 
winkel); stufen w^ir daher von 10^ 
zu 10^ ab^ so haben die Bild- 
strahlen denselben Winkel unter- 
einander. Das Aquatorbild ist 
durch den Erdhalbmesser r ge- 
geben. Es handelt sich jetzt noch 
um die Bestimmung des Halb- 
messers der Parallelkreis-Bilder. 

des be- 



Der Halbmesser OQ' 
liebio; gewählten Bildkreises läßt 
sich aus dem rechtwinkligen Drei- 
eck SOQ' berechnen^, denn r' = r 

tang OSQ'= r tang 




Fiff. 222 a. 




90'' — cp 



r tang 



(450 



Hiera 



aus Kann man 



für die Breiten 10^, 20^^ 30^ . . . 
die zugehörigen Bildhalbmesser bestimmen. ISToch einfacher aber ist eine 
N"ebenkonstruktion^ wenn man BN in 9 gleiche Teile (zu je 10^) 
teilt und nach den Teilpunkten die Strahlen von S aus zieht; diese schnei- 
den dann der Reihe nach auf OB die gesuchten Bildhalbmesser ab. 
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Konstruktion: Man besclireibt (Fig. 222b) um den Punkt iV" einen 
Kreis mit r (r = 6000 km : 250 Million = 24 mm)^ teilt den Umfang in 
36 mal 10^ und ziebt die Meridianstralilen; die Pio-ur zeicht die Strahlen 
nur in zwei Sclieitelquadranten/-^) Dann benutzt man die Yorber angedeu- 
tete Jfebenkonstruktion, indem man den betreffenden Halbkreis (Fig. 222 a: 
NB SO) in die Figur 222 b legt, etwa nacli BCDN] zieht man nun der 
dortigen Betrachtung entsprechend hier die Strahlen nach den Teilpunkten 
zwischen i? und C^ so schneiden sie auf NC die gewünschten Halbmesser in 
den Punkten 10^ 20^ 30 . . . ab. Schließlich beschreibt man mit diesen Strecken 
um N die gesuchten 
Bilder der Parallelkreise 
und trägt das Kartenbild 
ein. Man sieht leicht, 
daß auch Teile der süd- 
lichen Halbkugel an 
das Bild der nördlichen 
'angeschlossen werden 
können. Die Parallel- 
kreise für südliche Brei- 
ten (hier für - lO^) 
werden gefunden^ in- 
dem man die Strahlen 
nach den Teilpunkten 
zwischen C und I) zieht 
(yergL U und Ü' m 

Fig. 222 a). Ferner erkennt man^ daß die Verzerrung desto größer wird; 
je mehr wir uns A^om Äquator nach außen entfernen ^ und daß die Dar- 
stelluno; der o^anzen Erdoberfläche auf einem Blatte nicht mÖ2[;lich ist. 
Ein besonderer Vorzug dieser Projektion liegt darin^ daß der 
Entwurf mit Lineal und Zirl'ci genau ausgeführt werden kann^ da 
nur o-erade Linien und Kreise auftreten. Dieser Vorzuo^ wird noch 
durch die weitere Eigenschaft erhöht ^ daß nicht nur die Meridiane und 
Parallelen^ sondern jeder beliebige Kugelkreis^ der nicht durch 
das Auge S geht^ wiederum kreisförmig abgebildet wird. 

Wenn wir z. B. in Fig. 222c den Kleinkreis PQRT auf Jl! projizieren, 
so erhalten wir die krummlinig begrenzte Figur F' Q' IV T' : Legt man 
nun durch NS einen Schnitt^ der den Kleinkreis in P trifft^ so liegt das 
Dreieck SNF in einem Großkreise und ist bei P rechtwinklig. Derselbe 
Schnitt trifft das Bild in OP'-^ somit ist das Dreieck SOP' bei recht- 
winklig. Hieraus folgt^ daß die genannten Dreiecke ähnlich sind. Daher 
hesteht die Wechselproportion SP : SN ==S0: SP' oder SP • SP' = SN 
• SO. Für B und B' (auf der Rückseite der Fig.) läßt sich ganz ähnlich 
zeigen; daß SB • SB' = SN - SO. Dasselbe gilt für jeden anderen Punkt der 
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Bildfigur, somit sind die Produkte der Strahlab schnitte yon S aus inbezuec 
auf Kleinkreis und Bild gleich dem konstanten Produkte SN - SO; das 
heißt aber nichts anderes^ als: Beide Figuren liegen auf derselben Kugel- 
fläche (hier nicht gezeichnet). Da aber die Bildfigur der Schnitt der 
Bildebene mit dieser Fläche ist^ so kann das Bild selbst nur ein Kreis 
sein. — In dieser Betrachtung ist der Südpol als Strahlenpunkt angenommen 
worden. Man sieht ohne weiteres ein^ daß auch für jeden anderen 
Strahlenpunkt die genannte Eigenschaft gelten muß^ wenn nur die Bild- 
ebene senkrecht zum Mittelstrahle steht. — Übungsaufgaben 42 und 43. 
Aufgabe 209. Man soll die Äquatorialkarte der Erde in 
stereographischer Projektion zeichnen (Maßstab wie yorher). 

Analyse: Bei der Äquatorial- 
karte liegt das Auge (Projektionszentrum) 
in einem beliebigen Punkte des Äqua- 
tors (Fig. 223a, Schrägbild, |, 45^), 
etwa in B^ während die Bildebene auf 
dem Mittelstrahle BO senkrecht steht 
Auch hier legen wir zunächst die Bild- 
ebene B durch die Mitte und wenden 
uns erst später zur Antipoden-Ebene 
(durch D, vergl. Übungsaufgaben). Die 
Bildebene schneidet die Erdkugel in dem 
Meridian ANCS^ dem Randmeridian. 
Zieht man von B die Projektions strahlen 
nach diesem Kreis, so erkennt man, daß 
sein Bild mit ihm zusammenfällt. Ebenso 
ist es klar, daß das Bild des Antipoden- 
Punktes D nach und sämtliche Bild- 
punkte des Äquators ABC auf AC 
fallen. Zieht man ferner die Sehstrahlen 
nach dem Mittelmeridian NBS, so ist 
sein Bild der Durchmesser N S des Krei- 
ses AN CS. Das Gesamtbild des geo- 
graphischen Gradnetzes muß daher inner- 
halb des letztgenannten Kreises fallen. 
Wir fassen nunmehr einen beliebigen 
Parallelkreis PFTB mit der Mitte M 
heraus; die Fig. zeigt nur den Quadranten BFT. P und B sind die eignen 
Bilder*) und das Bild T von T fällt auf ON Da T immer ein Punkt mit ge- 
gebener geographischer Breite cp ist, so läßt sich durch Nebenkonstruk- 
tion aus dem Kreise BOB TN die Strecke OT' bestimmen, somit auch T\ 
Durch die drei Punkte P, P, T' ist aber das krummlinige Bild BF' T' B be- 

'•') U liegt nicht auf dem Quadranten NB. 
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stimmt^ da es nach der Betraclitung zu Fig. 222c ein Kreis sein muß. 
Entsprechend verfährt man für die übrigen Parallelkreise. — Von den 
Meridianen wählen wir ebenfalls einen beliebigen ^/^i^trS heraus (wiederum 
nur im Quadranten ge- 
zeichnet). Die Sehstrah- 
len entwerfen in N und ;5) 
S die eigenen Bilder 
und von G ein Bild (?' 
auf OÄy das unschwer 
festgelegt werden kann. 
Da nämlich D G durch 
die geographische Länge 
A gegeben ist^ so wird 
sich ebenfalls durch 
Nebenkonstruktion 
aus dem Kreise BABC 
die Strecke OG' und 
somit auch G' bestim- 
men lassen. Das krumm- 
linige Bild NG'S des 
Meridians ist als Kreis Fig. 223b. 
nunmehr durch die ge- 
nannten drei Punkte eindeutig bestimmt^ und das Bild F' des Schnitt- 
punktes F durch den Schnitt der beiden Bildkreise. 
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Konstruktion: Man beschreibt (Fig. 223b) um das beliebig ge- 
wählte Kartenzentrum 0^ das hier eine Länge von 70^ O.-Gr. haben soll^ 
einen Kreis (mit 24 mm) und zerlegt den ßandmeridian entsprechend 
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der gewälilten Abstufung (liier Yon 10^ zu 10^) in gieiclie Teile. Nun legt 
man den Kreis BSD TN (Fig. 223 a) der oben erwähnten Nebenkonstruktion 
auf den Randkreis KÄSC der Fig. 22?}h und zieht von die Strahlen nach 
den betreffenden Teilpunkten (hier 50 und 70). Ihr Schnitt mit ON gibt die 
Bildlage für die mittleren Punkte der Parallelkreise. Durch die drei 
Punkte 50—50—50 bez. 70—70—70 lassen sich nun die Bogen der Bild- 
kreise ziehen^ da wegen der Symmetrie ihre Mittelpunkte auf der yer- 
längerten ON in (5)^ (7) usf. liegen müssen. — Zur Bestimmung der 
Meridian-Bildboö-en leo-t man den oben erwähnten Hilfskreis BADC 
(Fig. 223 a) der Nebenkonstruktion so^ daß B der Fig. 223 a nach S der 
Fig. 223 b fällt. Zieht man nun nach den bereits benutzten Teilpunkten 
50^ 70 usf. Strahlen yon S aus^ dann gibt der Schnitt mit OA (in 30 
und 50) Punkte^ die 20^ Längendifferenz haben. Endlich legt man durch 
je drei Punkte iV— 30— 5^ N—oO^-S usf. die Kreisbogen^ deren Mittel- 
punkte auf AB in (0)^ (1)^ (2)^ (3) . . . liegen müssen. 

Flier wie dort ermbt sich eine Vereinfachuno; der Konstruktion durch 
folgende Eigenschaft: Die stereographische Karten-Projektion ist 
wie die Merkator-Karte tcinkeltreu^ d. h. alle Winkel auf der 
Kugeloberfläche sind gleich den entsprechenden Winkeln der 
Projektion; die Darstellung ist somit dem Original in den 
kleinsten Teilen ähnlich. Auf der Kugel der Fig. 223c denken 
A\dr uns zwei beliebige Kreisbogen 31 P und NP im Schrägbilde (|^ 
45^). W^ir legen die Kugel so zur Schrägbildebene ^ daß der Frontalkreis 
ACBI) zAvischen MP und NP liegt. Dann ziehen wir noch den Hori- 
zontalkreis BFCG^ der als Bildebene E für die stereographische Pro- 
jektion mit dem Projektionszentrum A dienen soll. Der Winkel zwischen 
den beiden Bogen wird bestimmt durch die beiden Tangenten PS an 
MP und PP an NP. Beide durchstechen die Bildebene in Ph und S und 
bestimmen die Tangentialebene PPS, in der auch die Tangente PQ an 
den Großkreisboö;en BPC des Frontalkreises lieö;en muß. Zieht man nun Yon 
A die SehstrahleU; so wird P in P'^ PP in P' P und PS in P' S abgebildet. 
Die Bogen IIP und NP werden ebenfalls in Kreisbogen (yergl. Be- 
trachtung; zu Fio;. 222 c) abö:ebildet, die durch P' g-ehen, aber hier 

O 0/0/ o 7 

nicht gezeichnet sind. Auf jeden Fall sind auch in der Projektion 
die Geraden P'P und P' S Tano-enten an die Bildbog:en und Winkel 
PP' S gibt den Winkel zwischen diesen Bildbogen an. Es fragt 
sich nun, ob Winkel PP'S=-PPS ist. _ 

Die Gerade PS ist Schnittlinie zwischen E und der Tangentialebene. 
Da beide Ebenen auf dem Frontalkreis ABCB senkrecht stehen, so muß 
auch die Schnittlinie PS auf der Ebene des Frontalkreises senkrecht stehen; 
wdr haben daher bei Q mehrere rechte Winkel. Zunächst betrachten wir 
das mittlere Dreieck PP' Q^ yon dem sich erweisen läßt, daß es gleich- 
schenklig ist. Geht man nämlich yon dem Winkel ODP = d aus, 
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SO ist Winkel PO () = 2^ und FOÄ = 90' + 2 d-, somit Winkel ÄPQ 
(bez. P'PQ) gleich der Hälfte = 45"^ + (^ (als Sehnen -Tangentenwinkel). 
Dasselbe aber läßt sich vom Winkel FP' Q zeigen^ welcher Außenwinkel ist 
zu dem Dreiecke PDP; der Winkel APD ist als Peripheriewinkel 
über dem Quadranten AB gleich 45^^ daher PP' Q = 45^ + Ö^ womit die 
Gleichheit der Winkel bei P und P' nachgewiesen ist. Vergleicht man 
nun die Dreieckspaare PQR und P'QR einerseits bezw. PQS und P'QS 
andererseits^ so ist ihre Kongruenz sofort einleuchtend^ also auch die 
Gleichheit der Winkel bei P und P'^ woraus durch Summation Winkel 
BPS^ RP'S folgt. 

JN^un schneiden die Parallelen die Meridiane eines geographischen Grad- 
netzes auf dem Globus stets rechtwinklige somit müssen auch die Bild- 
kreise einander rechtAvinklig schneiden. Wendet man diese Eigenschaft 
auf die Konstruktion der Parallelkreise in Fig. 223b an^ so lassen sich 
die Mittelpunkte (5)^ (7) usf. auf ON einfacher dadurch festlegen^ daß 
die Parallelkreise den Randmeridian bei 50 und 70 (rechts oben) recht- 
winklig schneiden müssen. Zieht man nämlich die Halbmesser 0—50 
und 0—70^ so müssen sie Tangenten an die gesuchten Parallelkreise sein^, 
woraus folgt ^ daß wiederum die Tangenten in 50 und 70 an den Rand- 
Meridian Örter für (5) und (7) auf ON sind. Hieraus ergibt sich die 
einfachste Konstruktion dieser Mittelpunkte. 

Auch für die Bestimmung der Mittelpunkte (0)^ (1)^ (ß) • • ■ ^^^ Meridian- 
bilder (auf 00) haben wir nunmehr ein einfaches Verfahren. Der Mittel- 
punkt des Bogens Ä^A liegt in 0, der Mittelpunkt des nächsten Bogens 
A^~35Ö mehr nach rechts^ etwa in (35). N^un bilden die genannten Bogen 
bei N einen Winkel von 10^^ weil sie auch am Globus diesen Winkel 
bilden. Dann müssen auch die Halbmesser NO und i\^— (35) einen Winkel 
von 10^ bilden. Zieht man daher N~TÖ (nach rechts unten)^. so ist Winkel 
S—N — 70 gleich 10^ als Peripheriewinkel über einem Bogen von 20 ^^ 
nämlich über Ä— 70. Die Strahlen A^— 70, i\'— 50^ A''— 30 usf. treffen 
daher immer die Mittelpunkte (35)^ (0)^ (1) . . . der Meridiankreisbogen^ 
woraus auch hier die einfachste Konstruktion folgt.^'^^) 

Die stereographischen Projektionen^ die aus dem Altertume stammen 
(Hipparch 160 — 125 v. Chr.)^ waren lange vergessen und fanden nach der 
Entdeckung Amerikas wiederum Eingangs als man genötigt war^ größere 
Flächen der Erde übersichtlich abzubilden. Ihr Hauptmangel liegt in 
der bedeutenden Verzerrung nach den Rändern zu; er haftet übrigens 
auch den anderen bisher betrachteten Kartenprojektionen an. Die W^ink el- 
treue hat also in den bisher betrachteten Fällen eine fehlerhafte Abbildung 
der Flächen im Gefolge. Wir müssen uns daher fragen^ läßt sich nicht 
eine flächen treue Kartenprojektion erfinden? — Die Antwort wird in 
den folö-enden Aufo^aben o-ep-eben werden.^-^) 

Üb unors aufgaben 44 — 46. 
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Aufgabe 210, Man soll eine Erdkarte in fläclientrenem 
Zy linder entwurf (nach Lamherf) zeiclinen (Maßstab wie yortier). 

Analyse: Da es nicht möglicli ist^ weder durch parallele noch durch 
zentrale Projektion eine flächentreue Karte herzustellen^ so muß man 
zu anderen Mitteln greifen. Nun liegt es nahe^ statt einer Ebene als 
Bildfläche eine abwickelbare Fläche an die Kugel zu legen ^ und die 
Projektionsstrahlen von einem beliebigen Punkte der letzteren nach dieser 
Fläche zu richten. Wir wollen annehmen (Fig. 224^ Schrägbild: \^ 90^), 
um die Halbkugel sei ein Zylinder herumgelegt ^ der im Äquator be- 
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Fig. 224. 

rührt; das zentral projizierende Auge liege im Mittelpunkte 0. Um die 
Kugel sind zwei Parallelkreise (hier bei 30^ und 60^ Breite)^ sowie zwei 
Meridiane bei P und R gelegt. Richtet man nun die Projektions strahlen 
von auf den Parallelkreis von 30^^ so werden sie den Zylinder in einem 
zum Äquator parallelen Kreise durchstechen^ der durch den Punkt 30' geht 
und höher liegt als der Kugelkreis. Noch mehr wird dies der Fall sein 
bei dem Bilde (durch Punkt 60') des Parallelkreises von 60^. Wickelt 
man nun den Zylindermantel ab^ so erhält man als Bilder der Parallel- 
kreise parallele Strecken zum Äquator (gleich dem Umfang des Äquators)^ 
deren Abstand vom Äquator im Verhältnis zur trigonometrischen Tan- 
gente der geographischen wächst^ denn dieser Abstand ist^ wie die Figur 
sofort zeigt ^ Z) = r tang cp. Die Meridiane würden sich als Geraden ab- 
bilden^ die auf dem Äquator senkrecht stehen^ und das Bild des Poles 
N würde im Unendlichen liegen. Derartige Karten werden nicht 
selten mit den Merkator-Karten verwechselt: bei ihnen ist aber 
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der Grundbegriff der geometrischen Projektion in Anwendung auf die 
Zylinderfläclie nocli festgehalten; sie wurden bereits im Altertume angefertigt^ 
z. B. von Strabo (66 y. Chr. — 24 n. Chr.). Da sie aber nichts weniger 
als flächentreu sind und offenbar eine desto größere Verunstaltung 
der Flächenform ergeben^ je größer die geographische Breite wird^ so hat 
man sie künstlich abgeändert und damit den Begriff der geometrischen 
Projektion verlassen. 

Man hat nämlich (ähnlich wie bei der Merkator-Karte § 15) den Entwurf 
der Meridiane senkrecht zum Äquator und im natürlichen Abstände der 
Aquatorgrade beibehalten^ dagegen die Parallelkreise nicht in ungleichen^ 
nach dem Tangens wachsenden Abständen vom Äquator aufgetragen^ son- 
dern sie willkürlich in gleichen gegenseitigen Abständen gezogen. Dieser 
gegenseitige Abstand kann beliebig sein; macht man dabei die Breiten- 
grade gleich den Längengraden^ so erhält man die sog. quadratischen 
Plattkarten oder äquidistanten Zylinderkarten^ die bereits oben 
§ 15 bei der Merkator-Karte gestreift wurden. Sie sind schon von Ma- 
rinus von Tyrus^ einem Vorgänger des Ptolemäus^ erdacht worden und 
werden auch heute noch b*enutzt; doch läßt man den Zylinder nicht mehr 
im Äquator berühren^ sondern legt ihn durch den mittleren Parallel- 
kreis des abzubildenden Landes senkrecht zur Äquatorebene. Die Basis 
dieses Zylinders ist daher dieser mittlere Parallelkreis. Solche Karten heißen 
auch Plattkarten im engeren Sinne. Aber auch hier kann von Flächen- 
treue keine Rede sein. Bewahrt man das richtige Verhältnis der Längen- 
grade auf dem mittleren Parallel^ so wird dies nach dem Rande hin nicht 
mehr bestehen^ und der Fehler ist um so größer^ je weiter sich das Land 
nach Nord und Süd ausdehnt. Bereits Ptolemäus (150 n. Chr.) erkannte 
den immer noch bestehenden Mangel der Plattkarten und schlug sog. Kegel- 
karten vor^ die wir weiter unten behandeln wollen. Erst dem deutschen 
Mathematiker Lambert^-^) gelang es^ mit Hilfe des Zylinders einen durch- 
aus fläch entreuen Kartenentwurf zu liefern (um 1775). 

Wir denken uns in Fig. 224 die bisherige zentrale Projektion (von 
aus) durch eine ganz neue Art der Projektion ersetzt^ die man Schnitt- 
Projektion nennen könnte^ obwohl der bisherige Begriff der Projektion 
völlig verlassen ist. Wir legen nämlich durch die Parallelkreise und Me- 
ridiane Schnittebenen. Diese erzeugen auf dem Zylinder sog. Bilder^ 
und zwar für die Parallelkreise (einschl. des Poles) Kreise auf dem 
Zylinder^ die dem Äquator kongruent sind^ z. B. solche durch (30)^ (60) ... 
und für die Meridiane Geraden (Pft RS , . .), die der Erdachse parallel 
sind. Bei der Abwicklung des Zylindermantels erhält man ein Rechteck^ 
dessen Grundlinie gleich dem Äquator ist^ auf dem die Meridiane gerad- 
linig und senkrecht in gleichem Abstände auftreten^ während die Parallel- 
kreise parallel zum Äquator laufen und in höheren Breiten einander 
immer näher rücken. Die Flächentreue des Entwurfs geht daraus hervor^ 
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daß die Maßzalilen für eine Kugelzone durch 2 r % • li ausgedrückt werden^ 
worin r den Kugellialbmesser und h die Höhe der Kugelzone bedeutet. 
Dieselbe Zahl gibt aber auch den Mantel eines Zylinders mit derselben 
Höhe und mit dem Äquator als Grundfläche. Somit ist z. B, in der Figur 
die Kugelzone zwischen 30 und 60 gleich dem Mantelstücke des Zylinders 
zwischen (30) und (60). 

Konstruktion: Man rektifiziert den Äquator (Fig. 224) und 
schneidet die erhaltene Strecke auf der verlängerten AC ab; hier ist nur 
ein Quadrant abgetragen zwischen den Längen 340*^ O.-Gr. und 70^ O.-Gr.^ 
um den westlichen Teil der alten Welt zu haben. Dann teilt man das 
Aquatorbild entsprechend der Grad- Ab stufung (hier 30^ — 30^) in gleiche 
Teile ^ ebenso den Halbkreis ANC. Schließlich errichtet man in den 
Aquatorpunkten die Meridianlote und zieht durch die Teilpunkte auf 
ANC die Parallelen zu AC bis zum Schnitte mit den Meridianloten. ^'^'') 
Übungsaufgaben 47 — 50. 

Aufgabe 211. Erdkarten sollen nach dem Prinzip des Kegel- 
entwurfs gezeichnet werden (Maßstab wie vorher^ 1 : 250 Million). 

Analyse: Eine geringere Fläch enyerzerrüng erreicht man offenbar 
dann^ wenn nicht die Zylinderfläche sondern die Kegelfläche als Projek- 
tionsfläche gewählt wird. Wenn 
in Fig. 225 a (Schrägbild: 
\, 90^) EFF den Parallel- 
kreis bedeutet^ der in der 
Mitte der ab zub ildenden 
Fläche liegt (hier 40 ^ N.- 
Breite); so denkt man sich 
um die Erdkuo^el einen Keo-el 
Sj Ä F' C herumgelegt; der 
sie in diesem Parallele be- 
rührt. Die Spitze S des Ke- 
gels muß dann in der ver- 
längerten Erdachse 2\ liegen. 
Liegt das Projektionszentrum 
(Auge) in 0; so erzeugen die 
Sehstrahlen als Bild des Äqua- 
tors den Kreis A F' C D' . Der Berührungsparallel EFF ist sein eignes 
Bild und das Bild des Poles JSl fällt nach S. Betrachtet man ferner einen 
beliebigen Parallel GFH, so lieo-t das Bild C Fi' H' höher als das 
Original und ist ein Kreis. Ebenso sind die Bilder aller übrigen Paral- 
lelen lediglich Kreise. Die Meridiane endlich; von denen NBTQ be- 
liebig herausgegriff'en ist; bilden sich sämtlich als Seitenlinien des Kegels 
ab. Wickelt man nun den Kegelmantel ab; so erhält man als Karten- 
umriß einen Kreissektor, der durch die Meridiane strahlenförmiö- in so- 
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viel gieiclie Teile zerlegt wird^ als der Abstufung entspriclit (bei halbem 
Umfang in 18-10^). Die Parallelkreise bilden konzentrische Kreisbogen 
um S^ die man nach Fig. 225 a aus dem Achsenschnitte SA'C entnehmen 
kann. Denn SE= SF entspricht der Breite von 40^; ferner entspricht SA' = 
S(y der Breite 0^ und SG' = SH' einer beliebigen Breite. Die Rechnung 
ergibt, wie man leicht sieht^ für die Seitenlinie SE = SF = s' = r cot 9^. 
Auch die übrigen Seitenlinien lassen sich unschwer berechnen. In das 
gewonnene Gradnetz könnte man nun die Landumrisse und dergl. eintragen. 
Diese reine Kegelkarte wird aber selten benutzt^ und Ptolemäus schlug 
eine künstliche Vereinfachung derselben Yor^ aber keine ,^Schnittprojek- 
tion^'^ wie man entsprechend der vorigen Aufgaben erwarten sollte. Er be- 
hielt das strahlenförmige System der Meridiane nach der Theorie bei^ ebenso 
den mittleren Meridian FPF] dagegen legte er nach forden und Süden 



A- 
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hin die konzentrischen Parallelkreise nicht in veränderlichen Abständen;, 
wie die Fig. 225a sie ergeben wmrde^ sondern in gleichen Abständen. 
Als Abstand wählte er die wahre Größe l (natürlich in Verjüngung) eines 
Meridiangrades.*) Bekanntlich ist / = 2r:7r:360. Für die Konstruktion 
ist es nun vorteilhafter^ nicht den Zentriwinkel des betr. Halbsektors S^ 
FPF in 18 gleiche Teile zu zerlegen^ sondern einen Teil eines solchen 
Zentriwinkels zu berechnen^ am einfachsten den Winkelteil a, der einem 
Längengrad entspricht. Nach Fig. 225a ist a = : 360^ wenn den ganzen 
Zentriwinkel des ab geAvi ekelten Vollsektors bedeutet. Nun ist ö : 360 = 
2 r' 7t : 2 s' 7t = r' : s'y wobei r' den Halbmesser ME = MF = MP und s' 
wie oben die Seitenlinie SE = SF = SP bezeichnet. Somit ist ö = 360 
(r':.s') und a = r' : s\ Ferner ist r' = r cos 99 und^ wie oben gefunden^ 



^•■) Dieser wird hier einem Äquatorgrade gleich gesetzt. 
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s' = r cot q)^ daher a = sin g?. Auf dieses Ergebnis für a gründet sich 
folgende Konstruktion der sog. äquidistanten Kegelkarte. 

Man berechnet (oder konstruiert) die Seitenlinie des Mittelparallels ST= 
■SE==SF=r cot 40^= 25,5 • 1,19 = 30 mm rd*) Diese Strecke schneidet 
man auf dem Mittelmeridian SB' (Fig. 225b) ab gleich SP und beschreibt 
um S mit SP den Kreisbogen EP F. Hierauf berechnet man die Länge eines 
Meridian- bezw. Äquatorialgrades 1 = 2- 25,5 • tc : 360 = 0,45 mm. Da hier 
Yon 10^ zu 10^ abgestuft sein soll, so beträgt die Länge eines entsprechen- 
den Teiles 4,5 mm. Diese schneidet man yon P aus auf dem Mittelmeridian 
nach Norden und Süden ab, hier je yiermal. Dann beschreibt man um S 
mit den nunmehr bestimmten Halbmessern die beiderseits von EPF liegen- 
den Parallelkreisbogen. Weiter berechnet man die Länge einer 10 ^-Strecke 
auf dem Mittelparallel EPF mit Hilfe des Zentriwinkels bei S. Da nach 
der Analyse der Zentriwinkel a = sin 9, so ist für g) = 40^ nunmehr sin 40^ 
= 0,643, daher cc = 0,643^ und 10 a = 6,43^. Diesen Winkel trägt man mit 
dem Gradbogen (Transporteur) rechts und links yon SP je neunmal ab bis E 
und F und zieht das System der Meridiane. In das hierdurch erhaltene Grad- 
netz legt man nun das betreffende Gebiet auf Grund der geographischen 
Koordinaten (Länge und Breite) ein. Hier in Fig. 225b ist der westliche Teil 
der alten Welt eingetragen. Zum Schluß wird das Gebiet durch einen 
rechteckigen Rahmen (1, 2, 3, 4) gegen das Gradnetz abgegrenzt. — In 
dieser Weise soll Ptolemäus die Erde yom Äquator bis zur „Ultima 
Thule^^ (Island?) dargestellt haben, wobei er, wie damals üblich, den Pa- 
rallel der Insel Rhodus zum Mittelparallel wählte. Der Meridian yon 
Rhodus wurde damals nicht selten als NuUmeridian (nicht Mittelmeridian) 
gewählt; er ging südlich in der Nähe der wichtigen Punkte Alexandrien, 
Meroe und Syene am Nil sowie nördlich an Konstantinopel yorbei. 

Auch diese Karte mußte noch Verzerrungen an den Rändern zeigen, nament- 
lich inbezug auf die Flächen. Bereits Ptolemäus machte weitere Vorschläge 
und seine Weltkarte (yergl. den Orbis terrarum, in Kieperts und Kampens 
Atlas antiquus) zeigt deutlich die neuen Wege. Aber erst Merkator ge- 
lang die Herstellung einer Kegelkarte mit yollendeter Flächen- 
treue. Er behielt yon der äquidistanten Kegelkarte den Mittelmeridian 
mit seiner Einteilung und das zugehörige System yon Parallelkreisbogen 
bei. Dagegen trug er die ivcüiren Parallelkreisteile nicht bloß auf dem 
Mittelparallel, sondern auch auf allen übrigen Parallel-Bogen ab. Hierzu 
müssen die betreffenden Längen oder besser, wie oben, die zugehörigen 
Zentriwinkel bei S berechnet werden. Da wir oben gesehen haben, daß 
man für ein beliebiges ^ findet: a = sin 9, so haben wir z. B. yon 
40^ Breite aufsteigend foWende Werte: 



*) Hier ist* der Erdhalbmesser r genauer =-6370 km genommen und im 
Maßstabe 1 : 25 Million verjüngt worden. 
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.,-sin41 = 0,656 ö 
6^2= sin 42 = 0,6690 



für 40 ö Nord-Breite ist a = sin 40 == 0,643 ^ 

42 
'/, 43 '/, 'l '], «3== sin 43 = 0,682 ö nsf. 

Die absteigenden Werte erhält man aus sin 39, sin 38, sin 37 usf. 

Wir haben daher in Fig, 225 c folgendermaßen zu konstruieren: Man 
überträgt aus Fig. 225 b unmittelbar den Mittelmeridian SFB' mit seiner 
äquidistanten Teilung, seinen Parallelkreisen und dem Mittelpunkte S'^ 
auch trägt man dieselben Stücke auf dem Mittelparallele EPF wie vor- 
her ein. Nun aber berechnen wir bei unserer Grradab stufung die Werte für 
sin 30^, 20^, 10^ einerseits und sin 50^, 60^, 70^ andererseits und legen 
die erhaltenen Zentriwinkel bei S an, wodurch man auf allen Parallelkreisen 




Fig. 225 c. 

die verlangten Teilpunkte erhält. Verbindet man die zugeordneten Punkte, 
so erhält man gekrümmte Meridiane, die in Verbindung mit den Parallel- 
kreisbogen das verlangte Gradnetz darstellen. Den Pol läßt man weg, 
da er zum Kreise verzerrt sein würde. Für den Äquator wird jeder 
Zentriwinkel Null, d. h. der Bogen läuft hier parallel SB'^ wie die Fig. 225 c 
zeigt, in der ebenfalls der westliche Teil der alten Welt eingetragen ist. 
Um zu zeigen, wie hier die neuen Meridiane von den alten abweichen, 
sind rechts und links dicht bei P, außerdem rechts nach „2^^ zu die alten 
Meridiane einpunktiert. Der Vergleich mit Fig. 222b zeigt, daß namentlich 
an den Ecken 1, 2, 3, 4 erhebliche Verzerrungen eintreten. Dieser Kegel- 
entwurf, dessen Hauptgedanke auf Merkator zurückgeht, wird jetzt ge- 
wöhnlich die Bonne 'sehe Kegelkarte genannt. Die meisten Karten un- 
serer Atlanten av erden nach diesem Entwürfe hergestellt, da er durchaus 
flächentreu ist, wie aus folgender Überlegung hervorgeht. 

Müller u. P r e s 1 e r , Proj ektionslelir e. A. 19 
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290 n. Absclmitt. Senkrechte Parallelprojektion. 

Eine sehr sclimale Kugelzone auf dem Grlobus zwischen zwei Parallel- 
kreisen^ deren Umfange p^ und p^ seien^ kann bekanntlich als Mantel eines 
Kegelstumpfes aufgefaßt werden. Beträgt der Abstand der beiden Parallel- 
kreise h, so berechnet sich nach Art eines Trapezes die Mantelfläche F = 

^^ ' ^^- Berechnet man auf der Bonne 'sehen Karte die abgebildete 

Mantelfläche, so erhält man denselben Wert^ denn die Größen 2h ? Ih ^^^^ 
h behalten ihren wahren Wert. Da man nun jede sphärische Figur in 
sclimale Streifen zerlegen kann^ die entweder selbst Zonen oder Teile von 
Zonen sind, so gilt die Behauptung der Flächentreue für jedes Flächen- 
stück der Kugel. 

Übungsaufgaben 51 und 52. 



Wir haben bereits wiederholt bei der Besprechung der yerschiedenen 
parallelen oder zentralen Projektionsarten heryorgehoben, daß jede 
ihre Eigentümlichkeiten und Vorzüge hat und daß man bei der Auswahl 
darüber klar sein muß, worauf man den Hauptwert legen will, auf 
Einfachheit der Ausführung, auf Anschaulichkeit oder auf Meßbarkeit. 

Wenn wir nun einen Rückblick auf die behandelten Kartenprojek- 
tionen (§§ 9, 15, 20) werfen, dann werden wir einsehen, daß man bei der 
Wahl eines Entwurfs zunächst entscheiden muß, welche der unyermeidlichen 
Verzerrungen man auf das geringste Maß bringen will, die Längen-, 
Winkel- oder Flächenyerzerrung. Vollkommen längentreu (äqui- 
distant) ist keine Projektionsart, man kann höchstens erreichen, daß 
die Abstände yon einem bestimmten Punkte, gewöhnlich dem Karten- 
mittelpunkte, gleich sind. Dagegen haben wir winkeltreue (konforme) 
Abbildung erreicht durch die Merkator-Karte (im gewöhnlichen Sinne^ 
§ 15) und die stereographische Karte. Eine flächentreue (äquiva- 
lente) Darstellung endlich gewährt die Lambert 's che Zylinderkarte 
und die Merkator-Bonne'sche Kegelkarte. — Bei der Abbildung einer 
vollen Halbkugel sind alle zylindrischen und konischen Projektionen 
zu verwerfen, weil hier gewisse Nachbarpunkte unmäßig verzerrt oder ganz 
auseinander gerissen werden. Projektionen von durchaus eigenartiger Ver- 
wendung sind die Merk ator 'sehe Karte*) wegen ihres Gebrauches für die 
loxodromische Fahrt und die orthographischen wegen ihrer Verwen- 
dung für Mond- und Planetenkarten. 



*) Hierher gehören auch die gnomonischen oder sog. Zentralkarten^ 
bei denen die Großkreisbogen geradlinig erscheinen; sie werden für die Schiff- 
fahrt im Großkreise (auf der geodätischen Linie) verwandt, sind aber von ge- 
ringerer Bedeutung und müssen daher hier übergangen werden. 
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t)l)Ullgsauf gaben. 1. Konstruiere das Zentralbilcl eines Punktes P 
der Grundebene in anderen relativen Lagen yon Auge und Gegenstand als 
bei Fig. 202. 

2. Zeichne das Zentralbild auf der Aufebene für den Fall^ daß P in 
der Grundebene vor der Auf ebene liegt^ sodaß also das Bild im unteren 
Teil der Auf ebene erscheinen muß. 

3. Verlege in Fig. 203 das Auge nach links und den Gegenstand 
nach rechts. 

4 Lege die Zentral-Bildebene E (Fig. 203) durch P^ sodann zwischen 
P und Pg parallel zu JE 2. 

5. Konstruiere das Zentralbild für den Fall^ daß die Bildebene parallel 
der Profilebene (statt parallel E^) gelegt wird. 

6. Wähle in Fig. 204 andere Lagen für Auge und Gegenstand. 

7. Zeichne das Zentralbild auf der Aufebene für den Fall^ daß P 
vor der Aufebene liegt. 

8. Verlege in Fig. 205 das Auge nach links und den Gegenstands- 
punkt nach rechts. 

9. Lege die Zentral-Bildebene E (Fig. 205) durch P^ sodann zwischen 
P und Pg parallel zu E^. 

10. Behandle den Fall^ daß das Zentralbild für eine Ebene verlangt 
wird^ die parallel der Profilebene liegt (statt parallel E^), 

11. Konstruiere das Zentralbild von Strecken^ die durch ihre Koordi- 
naten bestimmt sind^ im Anschluß an Fig. 205^ insbesondere vertikale^ 
brachiale und orthogonale Strecken. 

12. Die Zentralbilder von Quadraten sind in einfacher Lage zu kon- 
struieren (horizontal^ frontal^ lateral). 

13. Entwirf das Zentralbild des Würfels für die verschiedenen Stel- 
lungen dieses Körpers aus der früheren Aufg. 128. 

14. Zeichne die Zentralbilder für regelmäßige Vielecke und den Kreis 
in den drei Hauptlagen. 

15. Entwirf zu den wichtigsten Körperformen (Prisma^ Pyramide, 
Zylinder und Kegel) auf Grund der Normalprojektionen aus den §§ 14 und 
15 die Zentralbilder. 

16. Zeichne für einfache Schnitte und Durchdringungen aus den §§17 
und 18 die Zentralbilder. 

17. Konstruiere das volle Zentralbild der Kugel, wenn die Bildebene 
die Kugel a) vorn berührt, b) hinten berührt, c) beliebig vor oder 
hinter der Kugel steht. Vergl. Aufg. 194. 

18. Zeichne Zentralbilder von Kugelteilen (Halbkugel, Kugelschicht, 
Kugelabschnitt, Kugelausschnitt). Vergl. Aufg. 194. 

19. Entwirf eine Anzahl Schrägbilder für Prisma und Pyramide auf 

19* 
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292 II. Absclinitt. Senkrechte Parallelprojektion. 

Grund ihrer Normalprojektionen und paralleler Augen- und Distanzstrahlen 
(yergl. Aufg. 195). 

20. Desgieiclien für Zylinder^ Kegel und Kugel. 

21. Konstraiere stereoskopisclie Bilder für die gewöhnlichen Poly- 
eder (namentlich reguläre) für den Augenab stand von 7^5 cm und die 
deutliche Sehweite 25 — 30 cm. (Beacht-e^ daß diese Sehweite zwischen 
Tiefe und wahrer Distanz geteilt sein muß^ und fasse die Körper unge- 
fähr in den Dimensionen der Fig. 210.) 

22. Desgl. für krumm flächige Körper. 

23. Entwirf im Anschluß an § 19 eine Anzahl Zentralbilder mit 
Schatten nach Art der Aufg. 197. 

24. Man konstruiere Zentralbilder von einfachen Körpern^ deren Auf- 
riß über der Horizontlinie liegt oder von der Horizontlinie geschnitten wird. 

25. Desgl. für ein Auge links vom Gegenstand (statt rechts^ wie 
bisher). 

26. Zeichne die Zentralbilder orthogonaler Geraden für verschiedene 
Lagen der Geraden (rechts oder links, oben oder unten vom Augenpunkt). 

27. Konstruiere die Bilder von horizontalen Geraden^ die durch 
Grund- und Aufriß gegeben sind^ für verschiedene Neigungswinkel (p (30^^ 
45^^ 60^). (Benutze die Aufrißspur und bestimme in Nebenkonstruktion 
den Abstand des Fluchtpunktes vom Augenpunkt.) Vergl. Aufg. 199. 

28. Desgleichen in verschiedenen Lagen inbezug auf den Augenpunkt. 

29. Zeichne den Bildpunkt zu Fig. 214 im offenen Dreikant. 

30. Bringe den Würfel in allgemeinere Lagen (vergl. § 14) und ])e- 
stimme die Bilder unter Anwendung von Fluchtpunkten aller Art (über 
und unter der Horizontlinie). 

31. Konstruiere das Zentralbild eines Punktes für eine beliebige 
Vertikalebene (Fig. 215)^ wenn der Punkt P unter dem Horizonte liegt. 

32. Entwirf für eine beliebige Vertikalebene Zentralbilder von 
Strecken und regelmäßigen Vielecken (insbes. Qaadrat) in einfachen Lagen 
unter und über dem Horizont. 

33. Zeichne Zentralbilder von Prismen in einfacher Lage über^ unter 
und im Horizonte für eine beliebige vertikale Bildebene. 

34. Desgl. für Zylinder und Zylinderteile. 

35. Die Zentralbilder für eine beliebige Lage der vertikalen Bildebene 
sind zu zeichnen für Pyramiden und Kegel in einfacher Lage (aber in 
verschiedenen Lagen zum Horizont). 

36. Desgl. für Kugel und Kugelteile. (Die Umrißlinie wird natürlich 
nach dem Verfahren der Aufgabe 194 entworfen.) 

37. Löse die Übungsaufgaben 15 und 17 nach der Fluchtpunkt- 
Methode bei frontaler Lage der Bildebene. Vergl. Aufg. 204. 

38. Desgl. mit Schlagschatten. 

39. Zeichne Schrägbilder für Würfel und andere Körper nach Art 
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Anhang zu § 20: Zentrale nnd andere Kartenprojektionen. 293 

der Fig. 220 aber für eine beliebige Lage der yertikalen Schräg- 
Bildebene. 

40. Konstrniere ein Sclirägbild vom Würfel (nnd von anderen Körpern) 
auf Grnnd der Fig. 220 für g = |- und cd = 45 ö. 

41. Zeichne Normalprojektionen einfacher Körper für beliebige 
Vertikal-Bildebenen nach Art der Hauptaufgabe 207. 



42. Vervollständige das Kartenbild der Fig. 222 b in den übrigen 
Quadranten der Nordhalbkugel und auf der Südhalbkugel bis 30^ Südbreite. 

43. Wähle die Antipodenebene (durch N^ Fig. 222 a) als Bildebene 
und entwirf die stereographischen Polarkarten.*) 

44. Vervollständige das Kartenbild der Fig. 223 b and zeichne ferner 
die Karte der neuen Welt. 

45. Wähle die Antipodenebene (durch D^ Fig. 223 a) als Bildebene 
and entwirf die Aquatorialkarte."^) 

46. Erweitere diese Karten (44^ 45) über den Randkreis hinaus. 

47. Konstruiere eine Zylinderkarte der Erde nach Strabo für denselben 
Maßstab wie Fig. 224 (vergi. die Analyse zu Aufg. 210). 

48. Zeichne eine Plattkarte der Erde nach Marinus in demselben 
Maßstab wie Fig. 224 (vergl. die Analyse zu Aufg. 210). 

49. Entwirf eine Plattkarte (im engeren Sinne) für das deutsche 
Reich im Maßstab 1 : 6 Million (vergl. die Analyse zu Aufg. 210). 

50. Zeichne in das Gradnetz der Fig. 224 die Landumrisse (von 
10^ — 10^ abgestuft und für die alte Welt vervollständigt). 

51. Konstruiere das Gradnetz einer wahren Kegelkarte im Maßstabe 
der Fig. 225 a und erweitere es über den Äquator hinaus. 

52. Vervollständige die äquidistante Kegelkarte der Fig. 225b und 
erweitere sie über den Äquator hinaus; behandle ebenso die Bonne 'sehe 
Kegelkarte Fig. 225 c. 

'''■■) Dann erscheinen alle Längen verdoppelt und alle Flächen vervierfacht 
im Vergleich zur Mittelebene. Warum? 
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Anhang I. 

Erklärimgeii und Lehrsätze aus der systematisclien Stereometrie.*) 

1. Eine Ebene ist bestimmt: 

a) Durch drei Punkte^ die nicht in einer Geraden liegen. 

b) Durch eine Gerade und einen Punkt außerhalb der Geraden. 

c) Durch zwei Geraden^ die einander schneiden. 

d) Durch zwei parallele Geraden. 

2. Die Schnittlinie zweier Ebenen ist eine Gerade. 

3. Eine Gerade heißt senkrecht auf einer Ebene^ wenn sie auf 
allen Geraden senkrecht steht ^ die man durch ihren Spurpunkt mit der 
Ebene in letzterer ziehen kann. 

4. Eine Gerade steht senkrecht auf einer Ebene^ wenn sie auf 
zwei Geraden senkrecht steht ^ die durch ihren Spurpunkt in der Ebene 
gezogen sind. 

5. Alle Geraden^ welche in demselben Punkte auf einer Geraden 
senkrecht stehen^ liegen in einer Ebene. 

6. Stehen zwei Geraden auf derselben Ebene senkrecht^ so sind 
sie parallel. 

7. Steht die eine von zwei parallelen Geraden auf einer Ebene 
senkrecht^ so steht auch die andere auf dieser Ebene senkrecht. 

8. Sind zwei Geraden einer dritten parallel^ so sind sie unter 
einander parallel. 

9. Unter dem Neigungswinkel einer Geraden zu einer Ebene ver- 
steht man den Winkel^ welchen die Gerade mit ihrer senkrechten Pro- 
jektion (Normalprojektion) zur Ebene bildet (Projektionsebene = Neigungs- 
ebenC; Projektion = Neigungs Schenkel). 

10. Ist eine Gerade einer anderen Geraden parallel^ die in einer 
Ebene liegt^ so ist sie auch dieser Ebene parallel. 

11. Ist eine Gerade einer Ebene parallel^ so ist sie auch jeder in 
dieser Ebene liegenden Geraden parallel; die mit ihr in einer Ebene liegt. 

12. Ist die eine Yon zAvei parallelen Geraden einer Ebene parallel^ 
so ist auch die andere der Ebene parallel. 

13. Ist eine Gerade parallel mit zwei Ebenen^ die einander schneiden^ 
so ist sie auch der Schnittgeraden der letzteren parallel. 



*) In Anlehnung an die Zusammenstellung in Aug. Schmidts „Elementen 
der darstellenden Geometrie". — Alle diese Erklärungen und Sätze sind hier 
im Texte mit kursiven Ziffern ancreführt. 
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14. Winkel im Räume mit parallelen und gleichgericliteten 
Schenkeln sind gleich. 

15. Unter dem Neigungswinkel zweier einander schneidenden 
Ebenen versteht man den Winkel zwischen zwei Senkrechten^ die 
an an in einem beliebigen Punkte der Schnittgeraden auf dieser und in 
beiden Ebenen errichtet (Neigungsebene = Ebene der Senkrechten). 

15 a. Steht eine Ebene auf der Schnittgeraden zweier anderen 
Ebenen senkrecht^ so ist sie die Neigungsebene der letzteren. 

16. Zwei Ebenen heißen aufeinander senkrecht^ wenn ihr Nei- 
gungswinkel ein rechter ist. 

17. Enthält eine Ebene eine Gerade^ die auf einer anderen Ebene 
senkrecht stellt^ so steht auch die erste Ebene auf der zweiten senkrecht. 

18. Zieht man in der einen Yon zwei Ebenen^ die aufeinander 
senkrecht stehen^ eine Senkrechte zur Schnittgeraden ^ so steht sie auf 
der anderen Ebene senkrecht. 

19. Fällt man von einem Punkte in der einen von zwei Ebenen^ 
die aufeinander senkrecht stehen^ das Lot auf die andere Ebene^ so fällt 
es in die erste Ebene. 

20. Stehen eine Gerade und eine Ebene auf einer zweiten Ebene 
senkrecht^ so sind sie parallel. 

21. Stehen zwei Ebenen senkrecht auf einer dritten^ so steht auch 
ihre Schnittgerade senkrecht auf der dritten Ebene. 

22. Steht eine Ebene senkrecht auf der Schnittgeraden zweier 
anderen Ebenen^ so steht sie auch senkrecht auf jeder der beiden 
anderen Ebenen. 

23. Fällt man von einem Punkte in der einen von zwei einander 
schneidenden Ebenen Lote auf die Schnittgerade und auf die andere 
Ebene^ so bestimmen diese Lote die Neigungsebene der beiden Ebenen. 

24. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten geschnitten^ 
so sind die Schnittgeraden parallel und die Neigungswinkel gleich. 

24a. Schneiden drei Ebenen einander gegenseitige so sind die Schnitt- 
geraden entweder parallel^ oder sie schneiden einander in einem 
Punkte^ oder sie fallen ganz zusammen. 

25. Steht eine Gerade auf zwei Ebenen senkrecht ^ so sind diese 
parallel. 

26. Steht eine Gerade auf einer von zwei parallelen Ebenen senk- 
recht^ so steht sie auch auf der anderen senkrecht. 

27. Parallele Strecken zwischen parallelen Ebenen sind gleich. 

28. Der geometrische Ort für alle Punkt e^ welche einen be- 
stimmten Abstand von einer Ebene haben, ist eine zweite Ebene ^ die 
zur ersten im gegebenen Abstände parallel liegt. 

29. Enthalten zwei Ebenen zwei Winkel mit wechselseitig paral- 
lelen Schenkeln^ so sind die Ebenen parallel. 
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296 Anliang I. Erklärungen und Lehrsätze aus der sjstematisclien Stereometrie. 

30. Die Neigungs ebenen zweier parallelen Geraden zu einer Ebene 
sind ebenfalls parallel. 

31. Zwei windschiefe Geraden bestimmen ein Paar paralleler Ebe- 
nen; es gibt eine Strecke^ die auf beiden Geraden senkrecht steht; diese 
Strecke ist der kürzeste Abstand zwischen den windschiefen' Geraden. 

32. Eine Ebene^ welche durch die Scheitelkante eines gleichschenk- 
ligen Dreikants senkrecht zur Grundseite gelegt wird^ halbiert den 
Keilwinkel an der Scheitelkante und die Grundseite. 

33. Die Schnittfiguren zweier Parallel-Ebenen mit einem offenen 
prismatischen oder zylindrischen Räume sind kongruent. 

34. Die Schnittfiguren zweier Parallel-Ebenen mit einem offenen 
pyramidalen oder kegelförmigen Räume sind ähnlich. 

35. Der abgewickelte Mantel eines geraden Prismas oder eines 
geraden Zylinders ist ein Rechteck^ yon dessen Seiten die eine gleich 
dem Umfange^ die andere gleich der Seitenlinie des Körpers ist. 

36. Der abgewickelte Mantel einer geraden Pyramide ist ein 
Fächer-Vieleck^ dessen Radius gleich der Seitenlinie und dessen ge- 
brochene Grundlinie gleich dem Umfange der Grundfläche ist. 

36a. Der abgewickelte Mantel eines geraden Kegels ist ein Kreis- 
Aus schnitt^ dessen Radius gleich der Seitenlinie und dessen Bogen 
gleich dem Umfange der Grundfläche ist. 

37. Die Schnittfigur einer Ebene mit einer Kugel ist ein Kreis; 
das Lot vom Mittelpunkte der Kugel auf diesen Schnittkreis trifft dessen 
Mittelpunkt. 

38. Der geometrische Ort für alle von einem Punkte außerhalb 
einer Kugel nach dieser gezogenen Tangenten ist ein Kreis^ dessen Mittel- 
punkt auf dem Mittelstrahle jenes Punktes liegt und dessen Ebene auf 
dem Mittelstrahle senkrecht steht. Die Tangentenstrecken sind gleich. 
(Analoger Satz für den Grenzfall ^ daß der Punkt ins Unendliche rückt.) 

38a. Zieht man in zwei Kugeln zwei parallele und gleich- 
gerichtete (bezw. gegengerichtete) Radien und verbindet man die End- 
punkte der letzteren miteinander^ so schneidet jede dieser Geraden die 
Zentrale der Kugeln in demselben Punkte^ dem äußeren (bezw. inneren) 
Ähnlichkeitspunkte der beiden Kugeln. 

38b. Die Gesamtheit der äußeren (oder inneren) Berührungs- 
linien an zwei Kugeln bildet einen gemeinschaftlichen Berührungs- 
Kegel. 

39. Der Rauminhalt einer Pyramide ist gleich dem dritten Teile 
des Ergänzungs-Prismas. 

40. Ein System von Ebenen, die einander in derselben Geraden 
schneiden^ heißt Ebenenbüschel; die gemeinsame Gerade heißt ihre 
Achse. 
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Annang ii. 
Anmerkungen.'^) 

1) Es kann keinem Zweifel unterliegen, daß die optische Bilderzeugung 
durch Schatten, Spiegel und dergl. den Anstoß zur exakten geometrischen 
Bildkonstruktion gegeben hat. Die geometrische Optik ist das physikalische 
Gegenstück zur mathematischen Projektionslehre. (Zur Einleitung.) 

2) Diesen grundlegenden Versuch wird jeder Schüler im verdunkelten 
Zimmer mit Kerze und Pappschirm für sich ausführen (nach Art des Rum- 
for duschen Photometers). Dasselbe gilt von den weiter unten folgenden opti- 
schen Yersinnlichungsmitteln. Im Lehrsaal sind kräftigere Lichtquellen nötige 
am besten eine elektrische Bogenlampe. - (Zur Einleitung.) 

3) Bekanntlich bildeten noch vor 50 Jahren diese Schattenrisse (Silhouetten) 
den Ersatz für unsere photographischen Bildnisse; sie wurden in ähnlicher 
Weise, wie in Anm. 2 angegeben ist, in starker Vergrößerung erzeugt und 
dann durch ein mathematisches Instrument (Storchschnabel, Pantograph) ver- 
kleinert, wodurch man sehr scharfe Profile erhielt. (Zur Einleitung.) 

4) Die Projektionslehre im weitesten, wissenschaftlichen Umfange wird 
auch darstellende Geometrie genannt und umfaßt nicht bloß die Pro- 
jektion im allseitig ausgedehnten Räume (stereometrische Projektion, ein 
Teil der konstruierenden Stereometrie), sondern auch, wie selbstverständlich, 
die Projektion in der Ebene (planimetrische Projektion); von letzterer wird 
hier vollständig abgesehen. (Vgl. Pink, Systematische und darstellende Geo- 
metrie der Ebene. Tübingen 1896.) (Zur Einleitung.) 

5) Die Präge, warum das Tetraeder (mit nur 4 Plächen) und die Kugel 
der Anfangsbetrachtung zunächst Schwierigkeiten bereiten, ist nicht bloß für die 
Projektionslehre interessant; im Zusammenhange damit steht die Wahl des 
K üb ik- Maßes für die Ausmessung der Körper. (Zur Einleitung.) 

5a) Da wir zunächst nur einfache Körper der schiefen Parallelprojektion 
unterwerfen, so empfiehlt es sich nicht, mit der Betrachtung von Punkt und 
Gerade zu beginnen, vielmehr gewährt die Untersuchung eines einfachen, 
ebenen Plächenstückes den Vorteil größerer Anschaulichkeit. (Zu § 1.) 

6) Durch Beleuchtung einer quadratischen Pappscheibe erhält man sofort 
den betreffenden Schattenriß. Einige quadratische Pappscheiben mit ein- 
geschlagenen Löchern, noch besser aber Quadrate aus Draht oder Holzstäbchen 
müssen stets zur Hand sein. (§ 1.) 

7) Die Grenzfälle, das Auftreten eines Rechteckes und die Schrumpfung 
zur Strecke, sind ebenfalls zu erwähnen. (§ 1.) 

*) Diese Anmerkungen sind im Texte mit kleinen Klammer-Ziffern angeführt. 
Am Schlüsse der Anmerkung wird die Stelle des Textes (Nummer der Aufgabe) an- 
gegeben, auf die sich die Anmerkung bezieht. 
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8) In niederen Schulen werden fast ausschließlich die Yerzerrungszahlen ~ und 
45 ^benutzt, weil bei ihrer Anwendung wenig Arbeit erforderlich ist; indessen sehen 
diese Bilder nicht selten steif aus, und viele Linien, die im Eaume getrennt 
sind, kommen im Bilde zur Deckung. Auch die sog. „Kavalier-Perspektive'' 
für g_ = 1 und oo = 45^ liefert bei sehr wenig Arbeit steife Bilder. Bekannt- 
lich wurde diese Perspektive seiner Zeit den bequemen französischen Kavalieren, die 
die Kriegsschule besuchten, zur Anwendung emjDfohlen! Wir bevorzugen mit 
Holzmüller die Zahlen |, 30^, ohne uns streng zu binden. Im Kry stall- 
zeichnen wendet man häufig -|, 20^ an (vergi. Krystallographie von Kopp), 
wofür eine einfache Konstruktion, wie wir weiterhin (Aufg. 6) sehen werden, 
den Verzerrungswinkel näherungsweise liefert, während bei co = 30^ der Gebrauch 
eines dreieckigen Lineals mit 30^ und 60^ unentbehrlich ist. Aufg. 1. 

9) Der planimetrische Nachweis, daß diese Kanten in G zusammen- 
treffen müssen, ist eine gute Nebenübung. Aufg. 1. 

10) Wollte man die betr. Projektionen optisch mit Sonnenlicht ausführen, 
so müßte demnach die Sonne eine Höhe von 50^ über dem Horizonte (der 
Grundebene) haben. — Näheres über Konstruktion der Strahlenrichtung findet 
sich später in den §§11 und 19. — ■ Aufg. 3. 

11) Bei sorgfältiger Ausführung von Schrägbildern pflegt man die Linien, 
welche dem Auge näher liegen, zu verstärken, die fernerliegenden abzuschwächen, 
obwohl theoretisch (bei unendlich entferntem Auge) keine Veranlassung dazu 
vorliegt. Das Bild gewinnt dadurch wesentlich an Körperlichkeit. Nach den 
Gesetzen der sog. Luft Perspektive werden daher hier die meisten schrägen 
Projektionen behandelt.*) Ihre Nichtbeachtung verleiht vielen Bildern in stereo- 
metrischen Lehrbüchern bei sonst richtiger Zeichnung eine gewisse ündurch- 
sichtigkeit. Musterhaft ist Martus in seinen Werken über Geometrie und 
Erdkunde. — Aufg. 4. 

12) Die Konstruktion der Ebenenbüschel wird später bei Betrachtung des 
Kreises noch eine zweite Lösung finden. Aufg. 5. 

13) Bezeichnet man die Maßzahl der Halbdiagonale mit r, so findet man, 

daß sin — = — r : r = 0,167; somit co = 19,2^. Aufg. 6. 

14) Die Behandlung der Vielecke in schiefer Lage, d. h. in einer anderen 
als den 3 Hauptlagen, wird zunächst übergangen, da sie für die Schule nicht 
von Bedeutung ist. Aufg. 11. 

15) Andere Konstruktionshilfen folgen weiter unten in Aufg. 14. Die Er- 
zeugung von Schattenbildern an durchlochten Kreisscheiben ist sehr wichtig. 
— Zum raschen Zeichnen ist es sehr förderlich, für einige Durchmesser und 
Verzerrungszahlen elliptische Schablonen aus Kartenpapier oder Blech zu 
schneiden. Die Hauptpunkte der Achse AB müssen durchbohrt sein. Man 
kann hierbei für co = 45^ die Schablonen der 2. Hauptlage auch für die 
3. Hauptlage und für verschiedene Ansichten benutzen, wenn man sie 
passend wendet oder dreht. — Es ist häufig vorteilhaft, zur Konstruktion 
der Bildellipse von vornherein Halbsehnen parallel ÄJB (Fig. 14) zu be- 
nutzen. Diese bilden sich für die erste Hauptlage in natürlicher Größe ab, 

*) Durch die Beachtung der Luftperspektive wird auch die sog. ]3erspektivische 
Täuschung vermieden; vergl. den Neck er 'sehen Würfel und die Sehr öd er 'sehe Trei3pe. 
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und man hat nur dafür zu sorgen, daß die Abschnitte auf CD in dem rechten 
Yerhältnis verkürzt werden. — Die häufige Teilung der Sehnen und Strecken 
überhaupt geschieht am einfachsten durch einen Proportional-Maßstab, 
den man sich ein für alle Mal zeichnet. — Aufg. 12. 

16) Diese Betrachtungen nach synthetischer Methode sind vortrefflich in 
Holzmüller's Lehrbuch der Elementar-Mathematik III. durchgeführt und ver- 
dienen an Eeal- Anstalten die gründlichste Durcharbeitung. Aufg. 14. 

17) Die Erzeugung von Schattenbildern mit durchlochten Kreisscheiben 
oder Drahtkreisen ist hier unumgänglich nötig, da man anfangs das Auftreten 
von solch langen Ellipsen für paradox hält. Aufg. 17. 

18) Sehr viele Lehrbücher der Stereometrie zeigen in ihren Bildern Un- 
ebenheiten. Nicht selten werden die seitlichen Zylinderansichten derart ge- 
zeichnet, daß die Seitenlinien PP' und AÄ bezw. QQ/ und BB^ zusammen- 
fließen, ein Verfahren, das nur bei sehr großem Höhenwinkel (co) zulässig ist. 
Musterhaft sind z. B. die Bücher von Kommerell-Hauck und Martus. — 
Die Eigenart der Martus^schen Bilder, die verdeckten Teile der Figur 
vollständig zu unterdrücken, ist nur hier und da angenommen worden. — 
Aufg. 18. 

19) Dort werden zwar nicht immer die geometrisch regulären Dode- 
kaeder und Ikosaeder konstruiert, sondern als Ersatz zuweilen solche, die 
krystallographisches Interesse haben. Aufg. 24. 

20) Man findet häufig bei freihändigen Zeichnungen den Fehler, daß 
diese Ellipsen mit gleichem Abstände gezeichnet sind. Aufg. 27. 

21) Der Nachweis, daß auch die Projektion eines Kreises in beliebiger 
Lage (also nicht bloß wie bisher in den Hauptlagen) eine Ellipse ist, wird 
erst später in aller Schärfe erbracht werden; doch läßt sich auch schon hier 
zeigen, daß eine Verzerrung der parallelen Kreissehnen nach festem Verhältnis 
stattfindet. Aufg. 29, Anhang. 

22) Der Kugel-Sextant spielt in der Sphärik eine gewisse Eolle. Der 
Würfel- Sextant OCBEF gibt uns bekanntlich die Grundform der ägyptischen 
Pyramiden. Aufg. 21. 

23) Von besonderer Wichtigkeit ist, daß sämtliche Beweisfiguren der 
Stereometrie, insbesondere auch solche über Punkt, Gerade und Ebene in 
schräger Projektion ebenso sorgfältig gezeichnet werden, wie es in der Plani- 
metrie zu geschehen pflegt. Wir haben uns hier bei der Auswahl der Figuren 
an die Lehrbücher der Stereometrie von Kommerell-Hauck und Eeidt ge- 
halten. (§5 EinL). 

24) Man wird bei allen diesen Konstruktionen sehr bald bemerken, daß 
die schiefe Lage einer Strecke sofort Schwierigkeiten verursacht. Man muß 
daher von vornherein der Geraden eine einfache Lage (frontal oder orthogonal) 
zur Bildebene geben, ohne die Allgemeinheit des Beweisverfahrens zu ver- 
letzen. — Ahnliche Verwicklungen treten bei den Schrägkonstruktionen der 
Sphärik auf, weshalb sie zunächst übergangen werden. Eingehenderes hierüber 
findet man erst im zweiten Abschnitt dieses Leitfadens § 17. — Aufg. 37. 

25) Derartige Grenzbetrachtungen werden neuerdings meist übergangen, 
indem man auf Grund des Satzes von Cavalieri vorgeht. Wir halten es für 
gut, wenn wenigstens an einem dieser klassischen Beispiele die geniale Me- 
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tliode der Exhaustion erörtert wird, die gerade an der Hand einer scharfen 
Zeichnung ungemein überzeugend wirkt. Anfg. 39. 

26) Der Lehrsatz wird meist auf die Zerlegung eines Prismas bezogen. 
Wir halten es für besser, wenn analog der planimetrischen Ergänzung eines 
Dreiecks zum Parallelogramm auch hier in der Stereometrie die Ergänzung 
vorgenommen wird; in genetischer Hinsicht ist dieser Weg jedenfalls vorzu- 
ziehen. Diese ausführliche Betrachtung des Lehrsatzes ist deshalb wichtig, 
weil die räumliche Gruppierung der drei Pyramiden für das Auge sehr übend 
ist; die drei gleichgroßen Prismen erscheinen nämlich sehr ungleich. Aufg. 40. 

27) Diese und die folgenden beiden Aufgaben haben Wichtigkeit in der 
Kr jstallographie , da die betreffenden Schnittebenen als Zwillingsebenen auf- 
treten. Yergl. hierzu § 7. — Aufg. 47. 

28) Die Netzkonstruktionen, Abwicklungen und dergl. werden im An- 
schluß an Schrägbilder seltener ausgeführt als in Verbindung mit der 
senkrechten Parallelprojektion. Yergl. Teil H. — Aufg. 47. 

29) Nun entsteht die Frage: ist auch das Bild in Fig. 51 eine Ellipse? 
Unsere bisherige Definition faßte die Ellipse als Zerrbild eines Kreises auf 
Grund parallelprojekti vis eher Darstellung (für beliebige g und co). Das Bild 
AB CD in Fig. 51 ist aber im Vergleich zu dem wahren Grundkreise Ä B' CD 
in dreifacher Hinsicht verzerrt. Statt des rechten Winkels erscheint bei 0' 
ein Neigungswinkel zwischen CD und AB^ der nicht mehr 45^ beträgt wie 
bei 0' im Bilde des Grundkreises; ferner ist parallel AB eine Verzerrung nach 
dem Verhältnis 1 : cos a vorhanden; endlich besitzt die Figur parallel CD die- 
selbe Verzerrung wie der Grundkreis parallel C'D\ Diese durch mehr- 
fache Verzerrung aus dem Kreise abgeleitete Figur läßt sich bei erweiterter 
Definition ebenfalls als Ellipse auffassen. Indessen hat diese Betrachtung hier 
nur nebensächlichen Wert. Sie wird am besten ersetzt durch die weitere Ent- 
wicklung (Aufg. 48), wonach die schräge Parallelprojektion einer Ellipse im 
allgemeinen wieder eine Ellipse ist. — Aufg. 48. 

30) Diese Eigenschaft der Ellipse kann als neuer Ausgangspunkt so- 
wohl für die Konstruktion als auch für die analytische Betrachtung ge- 
nommen werden. Indessen ist die Ableitung der Ellipsen gl ei chung ungleich 
einfacher, wenn man vom Kreise ausgeht. Die Mittelpunktsgleichung des 
Kreises mit dem Halbmesser a ist: x^ -{- y^ = a^. Wird jedes y nach gegebenem 

Verhältnis q verändert (vergl. Fig. 18a und 18b), etwa so, daß ^ = — , so 

wird die zugehörige Ordinate der Ellipse y' ^= y - — , also y = y^ - j- ' Setzt 
man diesen Wert in die Kreisgleichung ein, so erhält man die 
Ellipsengleichung : ^ + ^2 =1- — ^^^ algebraische Haupt- 
eigenschaft der konjugierten Durchmesser läßt sich ebenfalls 
einfach ableiten: In beistehender Figur ist vom Hilfskreise 
(Fig. 14a) nur der Quadrant OAB^ von der Bildellipse der 
Quadrant OAB' gezeichnet. Es sei OA = a, OB = d. Dem 
beliebig gewählten Punkt P' der Ellipse entspreche P des 
Kreises. Nimmt man OA und OB^ als (schiefe) Koordinatenachsen und bezeichnet 
man die Koordinaten OQ und P' Q mit u und v^ ferner PQ mit ^, so hat man wegen 
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des Kreises: ?/^ = (a + %i) (et — u) = a^ — ii^. Nun ist Dreieck OBB' c^ QPP\ 
denn OB' : OB = QP' : QP = dem Verzerrungsverhältnis g; somit y : v = a : h. 
Setzt man Heraus den Wert von y in die obige Gleichung für y^ ein, so ergibt sich 

"2 + p" ^^ 1? ^- 1^- ^i® Ellipse zeigt inbezug auf die Durchmesser 2 . OA und 

2 ' OB' entsprechende Eigenschaften als inbezug auf die Hauptdurchmesser oder 
Hauptachsen 2a und 2d. — Aufg. 48. 

31) Auf die nähere Untersuchung wird hier nicht eingegangen. Yergl. 
Olivier: Geometrie descr. Chap. YIII, 290, sowie Aug. Schmidt: Darstellende 
Geometrie S. 157. Die Behandlung der Kegelschnitte im Anschluß an den 
Kegel selbst ist dort ausführlich gegeben. — Aufg. 48. 

31a) Die Yersinnlichung dieser Zeichnung durch den Schlagschatten einer 
Kugel auf einer Berührungsebene ist hier sehr nötig. Aufg. 48 a. 

32) Die Ableitung der Koordinatengleichung unmittelbar am Kegel hat 
Martus sehr hübsch in seiner Raumlehre II S. 226 gegeben, worauf wir hier 
Terweisen. Yergl. außerdem später Anm. 104 und 105. — Aufg. 49. 

33) Bei Holzmüller, Elementar -Mathematik II, 245 findet sich ein 
kurzer Beweis für den Satz, daß auch ein schiefer Kreiskegel elliptische 
Schnitte liefert. Daraus ergibt sich der allgemeine Satz: Die Zentralprojektion 
jedes Kreises und jeder Ellipse ist im allgemeinen wieder eine Ellipse, sobald 
der Projektionskegel von der Projektionsebene nur in einem Mantel ge- 
schnitten wird. Aufg. 49. 

34) Der Nachweis, daß das Bild der Parabel selbst wieder eine Parabel 
mit verschobener Achse ist, kann ebenfalls geliefert werden, ist aber hier nicht 
von Belang. Dasselbe gilt weiter unten für die Hyperbel. Aufg. 50. 

35) Derartige Durchdringungen spielen eine Rolle in der Krjstallographie, 
vergl. Anmerkung 27. — Aufg. 57. 

36) Schellbach sagte einmal: „Der Krystall ist nicht die Ausnahme, 
nein die wahre Form der Materie. Nur in der ruhigen Tiefe, die der ewige 
Kampf organischer Gebilde mit der zerstörenden Macht des Todes niemals 
trübt, gestaltet sich die Materie in ihrer wahren Reinheit." (§ 8 Einl.). 

37) Das Zeichnen von Netzen zum Bau von Modellen wird hier über- 
gangen. Immerhin ist es wünschenswert, daß der Schüler eine gewisse Zahl 
von Papj)modellen anfertigt. Ausreichend für den Unterricht sind die Netze 
zu BaiTs Mineralogie (Leipzig, Fues-Reisland) , die auch für sich zu 20 Pf. 
abgegeben werden. — Die Ecken des Oktaeders und des Würfels sind bei 
Krystall-Zeichnungen nicht immer die wichtigsten Punkte, sondern häufig die 
Mitten der Kanten, welche zugleich die Elächenmitten des Rhombendodekaeders 
sind. Aufg 62. 

38) Bekanntlich nannte man früher diesen Krystall auch Leucitoeder, da 
man annahm, daß der Leucit so krystallisiere. Die Messungen durch das 
Goniometer haben gezeigt, daß die Winkel nicht mit den aus der regulären 
Form berechneten übereinstimmen (Aufgaben der sphär. Trigonometrie, vergl. 
Krumme, Pädag. Archiv 1891 S. 335), daß vielmehr der Leucit eine Kombi- 
nation der quadratischen Krystall-Klasse vorzeigt. — Aufg. 65. 

39) Diese Konstruktionen (Aufg. 64 — 66) der Krystallbilder auf Grund der 
Achsenabschnitte (Parameter) gehören zur sog. krystallographischen Axonometrie, 
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40) Es ist ein Irrtum, wenn man einen solchen Krjstall für einen geo- 
metrisch (platonisch) regulären hält, obwohl er kr y st allo graphisch re- 
gulär ist. Die krjstallographischen Tetraeder, Hexaeder und Oktaeder da- 
gegen sind zugleich platonisch-regulär. Wenn in 'Fig. 74 die Strecke FQ(BIi) 
so gewählt ist, daß OP{OB) in Q{B) stetig geteilt wird, so entsteht ein pla- 
tonisches .Dodekaeder. Ein solches kommt aber im Mineralreich nicht vor, wie 
überhaupt irrationale Parameterverhältnisse niemals auftreten. Am nächsten 
kommt ihm das Parameterverhältnis 1 : - : oü. In der Tat ist auch Fig. 74 
ziemlich genau so gezeichnet, daß PQ : QS(^QO) = Minor : Major des goldnen 
Schnittes = (3 — l/ö) : (]/^ — l). Yergl. Holzmüller, El. der Stereometrie I,, 
42 und II, 113. — Aufg. 68. 

41) Die Hemieder zum Pyramidenoktaeder, Deltoid-Ikositetraeder und 
Hexakis-Oktaeder werden hier übergangen. Ihre Konstruktion kann in jedem 
größeren Lehrbuch der Krystallographie und Mineralogie (z. B. Naumann 
oder Kopp) nachgesehen werden. Aufg. 68. 

42) Eine eigenartige Behandlung der Krystallkonstruktion gibt Holzmüller 
in seinen Elementen der Stereometrie II, S. 47^ namentlich ist hier auf rezi- 
proke Verhältnisse ausführlich hingewiesen. Aufg. 75. 

43) Die Hauptschnitte des Kalkspat-Ehomboeders spielen in der Optik 
(Doppelbrechung) eine bemerkenswerte Rolle. Aufg. 80. 

44) Immerhin gibt es ßhomboeder-Krystalle (z. B. beim Wismut), die 
dem Würfel sehr nahe kommen und die man früher für reguläre Hexaeder 
hielt; die Abstumpfungen (durch Abspaltung) der 8 Ecken hielt man deshalb 
auch für Oktaederflächen, bis man, abgesehen von der genaueren W^inkel- 
messung, erkannte, daß die 8 Flächen verschiedene physikalische Beschaffenheit 
zeigten. Zwei sind z. B. glänzender als die übrigen sechs und müssen daher als 
basische Doppelflächen (pP) angesehen werden. — In dem Würfel beträgt bei rhom- 
boedrischer Stellung das Verhältnis einer Eckenachse (hexaedr. Achse) zur 
Kantenachse (Fig. 45: OE: OK)"^), wie sich leicht berechnen läßt = 1 : ]/ f = 
1 : 1^23. Mit diesem Verhältnis vergleicht man immerhin die Achsenverhält- 
nisse der natürlich vorkommenden Rhomboeder, wenn man entscheiden will, 
ob ein spitzes oder stumpfes vorliegt. — Aufg. 80. 

45) Die Betrachtung des Skalenoeders ist hier künstlich an die des 
Rhomboeders geknüpft worden. Näheres über die natürliche Ableitung von 
den dihexagonalen Formen findet man in jedem größeren Lehrbuche der 
Krystallographie. Aufg. 85. 

46) Basisch geschnittene Platten aus diesen Krystallen sind links oder 
rechts drehend inbezug auf die Polarisationsebene, wenn die oberen Flächen 
des Hemi-Skalenoeders (8 bezw. S' in Fig. 94) links bezw. rechts oben 
an einer Prismenfiäche (cxdP) stehen. Fig. 94 zeigt daher einen rechts 
drehenden Kry stall. Aufg. 86. 

47) Die Weinsäure tritt hier in Salzen auf, die optisch interessant sind, 
indem bei dem ISTatrium-Ammonium-Tartarat Links- bezw. Rechtsdrehung der 
Polarisation auftreten kann. Man erkennt diese Eigenschaft schon morpho- 



*) In Figm- 45 liegt übrigens der Haupts chni tt j&i^J. 5 parallel der Bildebene 
lind nicht schief wie der entsprechende Schnitt in Fig. 88 a. 
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logisch an der Lage der oberen hemiedrischen Flächen ^ inbezug auf ooP. •^') 

(§ 9, Übungsaufgabe 46.) 

48) Wenn a und h die große bezw. kleine Halbachse bezeichnen, dann 

versteht man unter Abplattung das Verhältnis - Diese Zahl ist hier ab- 

gerundet auf: ^^^^ = 3^^ • - Aufg. 89. 

49) Der Gebrauch eines Himmelsglobus ist für diese Aufgabe sehr nütz- 
lich; daneben bedarf man noch eines Schieferglobus zum unmittelbaren Auf- 
zeichnen der sphärischen Figuren. Die Konstruktion beliebiger sphärischer 
Dreiecke ist hier übergangen und nach § 17 verwiesen. Empfehlenswert ist 
Eühlmann^s Kugelmodell für mathematische Erdkunde (Mechaniker Schnitze 
in Halle a. S.), eigentlich für stereographische Projektionen eingerichtet, aber 
auch sonst wohl brauchbar. Für die Hand des Schülers bestimmt ist der billige 
Himmelsglobus (1,50 M.) von Rohrbach (Berlin, Reimer). In den Figuren 
100 und 101 findet man eine Anlehnung an Sydow -Wagners method. 
Atlas. — Aufg. 91. 

50) Die Berechnung der betreffenden Winkel für die Horizontal- und Yer- 
tikal-Uhr geschieht bekanntlich unter Benutzung der sphärisch-rechtwinkligen 
Dreiecke PA^3'^ und P'Z'3''^ Für die Horizontal -Uhr ist der Azimutalwinkel f^ 
(von N ab gerechnet) zu finden aus: fang a == sin ^ • tang t, wenn q) die 
geogr. Breite, t den Stundenwinkel bedeutet. Für die Yertikal-Uhr erhält man den 
Höhenwinkel h von Z' ab gerechnet aus: tang Ji = cos g) • tang r. — Aufg. 94. 

51) Näheres über Konstruktion von Sonnenuhren (auch der Schatten- 
kurven) findet sich in der Progr.- Abhandlung von Paul Kr am er (1890, 
Halle a. S., Francke-Realgymnasium, Nr. 256). — Aufg. 94. 

52) Im Parke zu Wilhelms b ad bei Frankfurt a. M. befindet sich eine 
vielseitige Sonnenuhr aus Marmor (von einem Atlas getragen), die infolge 
mehrfacher Würfel ab stumpf ungen 24 Zifferblätter mit wohl eingezeichneten 
Schatten-Kurven trägt. (§ 9, Übungsaufg. 19.) 

53) Bekanntlich treten auch hier gewisse Zahlenverhältnisse sehr häufig 
auf, nämlich diejenigen der Bruchreihe: 

1 1 2 3 5 8 13 21 
Y^ Y^ T^ Y^ 13^ 21^ 34^ 55 ' 

Hierbei ist der Zähler eines jeden Bruches gleich der Summe der Zähler der 
beiden vorhergehenden Brüche; dasselbe gilt für den Nenner (Analogon zum 
Gesetz von den rationalen Parameterverhältnissen bei Krystallen). Die dabei 
auftretenden Zahlen ordnet man auch so: 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 . . . 
Diese Reihe heißt die Reihe der Lame\schen Zahlen oder auch die Reihe der 
Zahlen des Leonhard von Pisa. — Über die Zeichnung der Diagramme 
(Grundrisse) solcher Blattspiralen wird noch später (§ 15, Aufg. 141, Anm. 85) 
gesprochen werden. Aufg. 97. 



*) Einfache Krystallberechnungen finden sich bei Krumme in dem erwähnteu 
Aufsätze, Päd. Archiv 1891, S. 335. 
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54) Yergl. Martus, Eaumlehre II, 163. Hier wird auch in den Auf- 
gaben 14 und 15 die rechnerische Behandlung angedeutet. — Am Kegel lassen 
sich ebenfalls die Blattstellungen der Aufgabe 97 anbringen, die sog. Ortho - 
Stichen laufen dann in S zusammen. Aufg. 98. 

55) Die Bienenzelle ist geometrisch sehr interessant. Bereits Pappus 
von Alexandria fand, daß von allen möglichen Prismen gleichen Inhaltes 
das sechsseitige Prisma sich mit dem geringsten Aufwand an Material her- 
stellen lasse. Weiterhin haben sich mit der Bienenzelle beschäftigt Maraldi, 
Reaumur, König und Karl Müllenhoff (vgl. Naturforscher XVI, 27). Die 
ganze Form ist als Druckform aufzufassen. Die 6 Seitenflächen entstehen 
durch den seitlichen Druck von hohlen Wachszylindern (vgl. Druckflächen an 
Zigarren in einer Kiste), die 3 Kopfflächen (Maraldische Pyramide) durch einen 
Druck in der Richtung der Achse, der durch die Köpfe der arbeitenden Bienen 
ausgeübt wird. Eine weitere interessante Eigenschaft findet sich im Lehrbuch 
der Stereometrie von Kommerell-Hauck III. Buch, Anhang 57c. — Aufg. 99. 

56) In der Physik verdienen zwar die Durchschnittsfiguren einen ge- 
wissen Vorzug; daneben aber haben perspektivische Figuren besonderen Wert, 
wenn die äußere Form von Bedeutung ist. Vgl. besonders die neu erschienenen 
Physikbücher von Kleiber. — Aufg. 100, Einl. 

57) Schraubengewinde mit halbkreisförmigen Erzeugungsfiguren (gewundene 
Säulen) behandelt Holzmüller: Stereometrie I, 193. — Aufg. 100. 

58) Die Gleichung der Wasserwellenlinie läßt sich einfach bestimmen, 
v^enn man die Linie als Rollkurve auffaßt. Der Koordinatenanfang sei in l' 
und IB sei die X-Achse. Bezeichnet man die Länge l'9' der laufenden 
Welle mit l und den Halbmesser 1 1' mit r, so ist y = r sin ^ ^^ • tc unter 

der Voraussetzung, daß r sehr klein ist gegen l (erfahrungsgemäß r ^^ -rr^.- /). 

Aufg. 101. 

59) Daß die Optik (wie die Akustik) überaus reich ist an geometrischen 
Konstruktionen sagt schon die Bezeichnung „geometrische Optik" für die grund- 
legenden Kapitel; gewöhnlich reichen hier Durchschnittsfiguren für das Ver- 
ständnis aus (vergl. Schellbach, Atlas der geometrischen Optik). Man wird 
a^ber bei der Anfertigung einer perspektivischen Figur sofort merken, daß erst 
die räumliche Anschauung volle Klarheit gewährt (vergl. z. B. den Strahlen- 
^ang beim ebenen Spiegel, im Spektralapparat usf.). Aufg. 103. 

59a) OS' und OS'' seien die Schnittlinien eines Winkelspiegels, der den 
Kathetenflächen des Prismas (Fig. 113a) entsprechen soll, mit der Papierebene. 
Der Gegenstand AB sei eine Strecke, die quer zur Spiegelachse in der 
Papierebene liegt. Das erste Bild von Ä inbezug auf S' ist Ä\ das zweite 
inbezug auf S" sei A'\ Betrachtet man den Strahl viP, der parallel zur Winkel- 
halbierenden OF verläuft, und bezeichnet man ^Pmit a, so sei AP = A' P = a. 
Der Strahl AF wird weiterhin nach S" geworfen, wo er in reflektiert wird, 
sodaß eben das zweite Bild A" entsteht. Bezeichnet man PT mit h und 
zieht durch das Lot XX zu T, so ist PT = T^ = QF= PZ7 - 6. Ferner 
ist A'Q = A"Q^ und da ^'^ = a + 2 ö, so muß auch Ä' Q = a + 2 h und A"V 
^= a -\- h sein. IS^un ist auch AU = BO ^= a -\- h: somit haben A und A" 
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gleichen Abstand {a + h) von 0. Weil aber OU = OV = h^ so liegen Bild 
(zweiter Ordnung) und Gegenstand auf derselben Geraden AOA'' durch und 
in demselben Abstände von 0. Die Bildkonstruktion ist daher sehr einfach. 
Man zieht z. B. BO nebst ihrer Verlängerung und schneidet auf der Verlänge- 
rung 0^ ab bis B'\ Dadurch wird die 
Konstruktion der Bilder erster Ordnung 
ganz überschlagen. Dieselbe Kon- 
struktion gilt, wenn wir umgekehrt A^' B^^ 
als (virtuellen) Gegenstand betrach- 
ten-, wir bekommen dann AB als reelles 
Bild, während vorher dem reellen 
Gegenstand AB das virtuelle Bild 
A'' B'' entsprach. Aus der Betrachtung 
entnehmen wir, daß das Bild A''B'' 
der Strecke AB^ die quer zur Spiegel- 
achse liegt, umgekehrte Lage zeigt. 
Dagegen bleibt das Bild einer Strecke, 
die parallel der Achse liegt, stets 
aufrecht, wie leicht zu erweisen. Diese 
Erscheinungen lassen sich leicht an je- 
dem Winkelspiegel beobachten (vergl. 
Poske^s Zeitschr. für Physik 1902 S.215). 

— Aufg. 105 a. 

60) Diese Konstruktion bildet bekanntlich die Grundlage für das Gay- 
Lussac'sche Ausdehnungsgesetz. Ist Iq die Kante des Würfels von der Temperatur 
0^, so ist dessen Volumen Vq = ?/; das Volumen bei t ^ beträgt dann V^ = (Iq + ^Y = 
(?o + Iq ' aty = Iq^ (1 + aty ^ Vq (1 + aty^ wenn a die lineare spezifische 
Ausdehnung angibt. Durch Auflösung der kubischen Klammer erhält man 
V, = l,'[l + 3at+^ {aty + {aty~\ = l^' + S - l,' - l, a t + 3 - l, - (l.aty + 
(l,aty=-l,'+3'l,''^+Sl,'J' + J'=V, + 3S+3P+W^V,+ 3S^ 
Vq(1 + 3at) = Vq(1 + y t). Hier bedeuten S, P und W die aus der Auf- 
gabe bekannten Zuwachse und 'See = y die kubische spezifische Ausdehnung. 
Aufg. 107. 

61) Die streng geometrische Zeichnung einer Kraftlinie >S^^-V mit der Basis 
NS und dem Scheitel A beruht auf folgender Eigenschaft der Linie. Verlängert 
man die Fahrstrahlen NP und SP eines beliebigen Punktes P bis zum Schnitte 
i\ bezw. Pg ^i^ ^^^ Kreisen um N bezw. S, die NA = SA als Halbmesser 
haben, so steht P^P^ senkrecht auf der magnetischen Achse JSfS. Setzt man 
WS = 2a, NA ='^SA = JSfP^ 

= SP,^=rQ und den Winkel P^ JV"§ 

^= cp.^^ ferner P^SQ ^ cp^^ so ist 

NQ = Tq cos cp-^ und SQ = r^ cos 99 • 

Hieraus: SQ — NQ == r^ (cos q)^ — 

cos cp^ = NS = 2 a. Oder cos gpg 
2^ 

— COS (p^ = -^ ' Diese Gleichung 

^0 ^ ^ 

zwischen den Winkelkoordinaten 9?^ 

Müller u. Presler, Projektionslelire. A. 
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und cp2 heißt die Gleichung der Kraftlinie und kann der Rechnung zu- 
grunde gelegt werden. Aufg. 109. 

62) Gute Schrägbilder zur Lehre von der elektro-magnetischen Induktion 
finden sich bei Kadesch, Wandtafeln für die elektrischen Strommaschinen. 
Bergmann, Wiesbaden. — Fig. 123 lehnt sich an eine solche Tafel an. — Aufg. 115. 

63) Reiches Material hat man hierfür in van ^t Hoff, Vorl. über theoret. 
und phys. Chemie II (Yieweg, Braunschweig) und namentlich in dem Werke 
desselben Verfassers: Lagerung der Atome im Raum, 2. Aufl. (Aufg. 115, 
Anhang.) 

64) Vergl. die Nomenklatur v. Ottingen^s in Ostwald^s Klassikern 
Nr. 62, S. 108; 83, S. 162. Die theoret. Grundlagen der schrägen Parallel- 
perspektive (sog. schiefe Axonometrie) verdankt man Lambert, 1759 und 
1774. — (§ 11, Einleitung.) 

65) Ibrügger, Zeichnungen zum stereometr. Unterr. (Progr.-Abh. Nr. 141. 
1897,, Greifenberg.) Der Verf. gibt eine schätzenswerte und kurze Darstellung 
(23 S. Oktav) der schrägen und normalen Parallelprojektion für Gymnasien, 
die sich mit unserer Auffassung vielfach deckt. — Dobriner hat ebenfalls 
in seinem eigenartigen Leitfaden der Geometrie (Leipzig, Voigtländer) eine 
präzise Darstellung des parallelpersp. Zeichnens (§ 83) gegeben; auch Reum 
in: Der math. Lehrstoff für die Untersekunda, S. 22. Ausführlicher ist natür- 
lich Wiener, Darst. Geometrie I, 444 (Teubner, Leipzig). Besondere Erwäh- 
nung verdient Eink, Systemat. und darstellende Geometrie der Ebene (Tü- 
bingen, Laupp), wohl das ausführlichste Buch, das für die Elementarmathematik 
eine brauchbare und gründliche Verbindung der euklidischen und projektiven 
Geometrie (der Ebene und zum Teil des Raumes) schafft; Teil III (Vorwort) 
hat ein reiches Literaturverzeichnis. (§ 11, IL) 

66) Für q_ = ^ und co == 30 ^ findet man für den Sonnenstrahl FO die 
Höhe /^ = 9,1^ und den Azimut a = 73,9^ (von Osten nach Süden gerechnet). 
Eür die geogr. Breite 50^ würde diese Sonnenstellung etwa eine Stunde vor 
Eintritt des wahren Mittags bei einer negativen Deklination der Sonne von 
rd. 30^ eintreten (Berechnungen dieser Art im Übungsstoff zu § 11). Dieser 
Fall ist also in unseren Breiten nicht wohl denkbar. — Die Bezeichnung 
Kavalier-Perspektive für q=l und (wie gewöhnlich) co = 45^ ist bereits 
früher erwähnt. Bei sehr steilem Einfallen der Strahlen von oben her 
spricht man von Vogelperspektive*) und entsprechend beim Einfallen von 
unten her von Frosch-Perspektive. Denkt man sich die Horizontalebene 
als Bildebene und hier entsprechend ^ = 1, so hat man die Militär- Perspek- 
tive; sie wurde zur Herstellung von Festungsplänen vielfach verwendet. 

(§ 11, ni.) 

67) Diese Einführung in die Normalprojektion ist ziemlich breit angelegt, 
um auch denjenigen gerecht zu werden, die nur die einfacheren Aufgaben der 
Schrägprojektion durchgenommen haben. Dem Hauptinhalte nach ist der 
zweite Teil des Leitfadens eine Erweiterung der Schrift: 

*) Neuerdings werden wieder vielfach Stadtpläne in Vogelperspektive her- 
gestellt, deren Teile nicht selten in verschiedenen Ansichten aufgenommen und 
dann zusammengesetzt werden. Von älteren Plänen ist der Frankfurter aus dem 
Jahre 1864 von Delkeskamp hervorzuheben. 
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C. H. Müller, Stereometrische Konstruktionen (Projektionslehre für die 
Prima des Gymnasiums). Frankfurt a. M., 1893, im Komm. -Verlage von 
Auffartli (zugleich Prog.-Abh. des kgl. Kaiser Eriedrichs-Gymn. zu Frankfurt a. M,). 
Sie behandelt nur Normalprojektion (anhangsweise Schatten- und Zentral- 
projektion) und kann auch jetzt noch denjenigen dienen, die sich auf die ge- 
nannten Projektions arten beschränken wollen. Inbezug auf die Entwicklung 
der Projektionslehre auf den höheren Schulen (einschl. Gymnasien) verweisen 
wir auf die längere Einleitung dieser Schrift (S. 1 — ^10, Quart) sowie auf 
folgende Vorträge (Bericht über die 3. Versammlung des Ver. zur Förderung 
d. ünterr. in Math, und Naturw. zu Wiesbaden 1894): 

1) C. H. Müller, Die Einführung stereometr. Konstruktionen in den 
Gy mn . -Unterricht . 

2) 0. Presler, Die Ausbildung der Mathematiker im Zeichnen. 

Die damals (1893/94) erhobenen Forderungen gehen allmählich ihrer Erfüllung 
entgegen, hauptsächlich infolge der Prüfungsordnung für Oberlehrer von 1898 
und der Lehrpläne von 1901. (§ 12, I.) 

67a) Schon frühzeitig, bereits im Mittelalter benutzten die Steinmetzen, 
wenn sie ihre „Eeißkunst" gebrauchten, Grund- und Aufriß, aber in unklarer 
Fassung; eine streng mathematische Fassung war selbst Albrecht Dürer ver- 
sagt, der doch sonst als Geometer hoch über die zeitgenössischen Künstler em- 
porragt. (§ 12, I.) 

68) Eine solche wissenschaftliche Anordnung des Stoffes hat 
großen Vorteil. Traugott Müller (weiland Direktor des Realgymnasiums 
zu Wiesbaden) sagt in seinem Lehrbuche der Elementar-Mathematik (Stereo- 
metrie, Halle 1851, Vorrede), dem besten mir bekannten wissenschaftlichen 
Lehrbuch der Elementar-Mathematik: „Hinsichtlich der Anordnung des Stoffes 
haben mich die Erfahrungen in meiner früheren Ansicht nur bestärkt, daß 
nämlich der Schüler mit weit mehr Lust und entschieden günstigerem Erfolge 
seine geometrischen Studien betreibt, wenn er die Anordnung des Stoffes voll- 
kommen übersieht und eigentlich immer ohne Hilfe des Lehrers im voraus 
weiß, was nun inbetracht kommen müsse." Diesen Grundsätzen ist namentlich 
Aug. Schmidt in seinen trefflichen Elementen der Orthogonal-Projektion 
(Wiesbaden, Bergmann, 1882) gerecht geworden. (§ 12, IL) 

69) Selbstverständlich ist auch hier anfangs die Veranschaulichung am 
Modelle unter Verwendung von parallelen Lichtstrahlen unentbehrlich. Man 
wird aber bald sehen, daß eine Zeichnung im schrägen Entwurf die beste 
Vorbereitung zur Lösung einer normalprojektivischen Aufgabe ist. — Aufg. 116. 

69a) Die algebraischen Beziehungen sind r^ = ^^ + ^^ + ^^ (der Satz 
des Pythagoras im Räume), wenn r die Diagonale OV des Proj. -Quaders be- 
zeichnet. Letzterer spielt bekanntlich auch eine Rolle als Kräfte -Quader. Die 
Diagonale r bildet mit OX, OY und OZ Winkel, die bestimmbar sind durch: 

cos CY = — , cos p = ^ , cos 7 = -r • 
Durch Quadrierung und Addition ergibt sich der wichtige Lehrsatz: 

cos ^a + cos ^(3 + cos ^7=1. 
In jedem Leitfaden der analyt. Geometrie des Raumes finden sich die weiteren 
Ausführungen, die sich nach Bedürfnis hier einflechten lassen. Aufg. 118. 

20* 
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70) Zur Klarlegung der Aufklappung ist unbedingt eine sog. Klapp - 
Tafel für den Klassenunterricht nötig. Man zerlegt die Scliultafel in die 
genannten 4 Felder, läßt 3 Bretter von der Grröße eines solchen Feldes an- 
fertigen und durch Scharniere längs OX und OZ miteinander verbinden. Bei 
Y ist die Verbindung durch Haken bewirkt , die beim Aufklappen gelöst 
werden. Hat man die Fig. 131a am Modelle ausgeführt, so legt man es an 
die Schultafel, klappt auf und sieht nun genau, wie die gebrochenen Linien 
P-j^XPg ^"^^ -^2 ^-^3 gestreckt werden, während P^ FPg in den Linienzug 
Pj^ ITj^ Y3P3 aufgelöst ward.*) Für die Hand des Schülers genügt ein handgroßes 
Pappmodell, das außen längs OX und OZ mit Leinwandstreifen und auf 
den Innenseiten mit Schieferpapier (für Griffelzeichnungen) beklebt ist. Schließ- 
lich reicht für die Schule auch ein doppelt gefaltetes Blatt Papier aus, aas dem 
ein Quadrat herausgeschnittten ist. (§ 12, III.) 

71) Wir wollen in Zukunft die Behandlung der Aufgaben so einrichten, 
daß die geometr. Analyse, wenn nötig, an das Schrägbild des geschlossenen 
Dreikants, die Konstruktion des Normalbildes dagegen nur am offenen 
Dreikant ausgeführt wird. Die genaue Konstruktion am geschlossenen 
Dreikant bleibt dem Schüler überlassen; in den meisten Fällen reicht hier 
eine Freihandskizze aus. Aufg. 119. 

72) Sind die Koordinaten der Endpunkte unserer Strecke: x^^ y^^ z^ und 
^97 ^2 7 ^21 ^^ ergibt eine einfache Eechnung für ihre Länge: 



ferner für die Strecken J. = 7\ und OB = r^: 



h = V^i^ + Vi + h' 5 r^ = y^2^ + y^^ 



^9" 



Der Winkel zwischen 7\ und r^ kann dann nach dem Kosinussatz berechnet 
werden. Bezeichnet man die Maßzahlen für die Längen der I^ormalprojektionen 
von a mit a^ , a^ und a^ , so ergibt sich -. a-^ = a cos or^ , a^ = a cos cc^^ % = 
a cos ^3, worin a-^^ ag, ag, die Neigungswinkel bedeuten. — Aufg. 120. 

73) Die Flächen der Projektionsdreiecke /d^^ z/g, /i^ haben folgende Be- 
ziehung zur Originalfläche z/: 

J^ = /i cos a, z/g = z/ cos /3, A^ = A cos y^ 

wenn a, ^, y die Neigungswinkel der Dreiecks-Ebene gegen die drei Bild- 
ebenen bedeuten. (Beweis durch Zerlegung des Dreiecks; ziehe in Fig. 134a 
durch P die Parallele PD zur Grundebene, die sog. Streichlinie, und von 
A und G die Lote auf BD (Fall-Linien), die man dann als Höhen des Teil- 
dreiecks betrachtet.) — Allgemein ist der Flächeninhalt der Projektion ¥' 
einer Fläche JP, die den Neigungswinkel a zu der betr. Bildebene hat, zu finden 
aus P''^ P cos a (Beweis durch restlose Zerlegung von P in unendlich kleine, 
Dreiecke). Aufg. 121. 

74) Die eingehende Betrachtung allgemeinerer Lagen geht über die 
Ziele dieses Leitfadens hinaus, namentlich die Erzeugung einer allgemeineren 



*) Käufliche Klapptafeln bei Schlossermeister Brandhorst in Dortmund oder 
Rühlmann's Klapptafel (Mechaniker H. Schnitze in Halle a. S.). 
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Projektion ohne Zuhilfenahme einfacher Lagen. Die Methode der Drehung 
hat übrigens trotz aller Zierlichkeit den Nachteil, daß sie nur mittelbar und 
oft umständlich zum Ziele führt. Unmittelbare Wege (auch für Körper) 
findet man u. a. bei Aug. Schmidt, Orthog. Projektion S. 92 u. f. — Die Ein- 
führung allgemeiner Lagen durch Annahme allgemeinerer Bildebenen wird 
hier übergangen und nur bei Zentralprojektionen (§ 20) kurz angedeutet. Aufg. 124. 

75) Eine ausführliche Ableitung der Ellipsen -Eigenschaften auf Grund 
normaler Parallelprojektionen findet man bei Aug. Schmidt, Orthog. Proj. 
S. 75 u. f. — Ebenda (auf S. 98) wird auch die unmittelbare Normal- 
projektion eines beliebigen Kreises (ohne Vermittlung durch einfache Lagen) 
gelehrt. — Die Koordinatengleichung der Ellipse erhält man ganz ähnlich wie 
in Anmerk. 30. — Der Ellipseninhalt ergibt sich (vergl. Anmerk. 73) aus 
F^= F • cos a ^ r^ 7t ' cos a = r (r cos a) tt = r • r' ' 7t = a - h - 7t. Vergl. auch 
Uth (weil. Prof. am Real-Gymnasium zu Wiesbaden): Die Ellipse als ortho- 
gonale Projektion des Kreises. Progr.-Abh. 1885. — Aufg. 126. 

76) Die bisher angewendete Bezeichnungsart (^j^, Jlg? ^3) ^^^ ^^^ Normal- 
projektion empfiehlt sich durch ihre Klarheit und ist der Bezeichnung durch 
Hoch striche (^Ä\ A'\ Ä"^ vorzuziehen; sie ist in der preuß. Provinz Hessen- 
Nassau sehr verbreitet und stammt von Emil Hildenbrand, weil. Professor 
am Realgymnasium zu Wiesbaden. — Die Hochstriche werden bei der Normal- 
projektion nur angewandt, wenn es sich um die seltener vorkommenden „Spuren" 
handelt (§ 16). — Aufg. 126. 

77) Die äußere Übereinstimmung der angegebenen Konstruktion mit der 
zweiten Schrägbildkonstruktion aus § 11, H ist wohl selbstverständlich. — Die 
Umkehrung der Aufgabe, Ableitung der Normalprojektion aus der Schräg- 
projektion, soll hier nicht berührt werden. Aufg. 127. 

78) An diesem vollständig ausgeführten Beispiel für den Würfel ist ge- 
zeigt worden, wie man allgemeine Lagen erhalten kann. Wir werden uns 
übrigens in der Polge meist auf die wichtigeren einfachen Lagen beschränken 
und nur hier und da das Verfahren der Drehung in allgemeinere Stel- 
lungen anwenden. Aufg. 128. 

79) Die genauere mathematische Kenntnis der regulären Polyeder wird hier 
vorausgesetzt, im Gegensatz zum ersten Teil des Buches, wo die Betrachtung 
elementar-propädeutische Bedeutung hatte. Für die Zwecke der Projektions- 
lehre ist es empfehlenswert, die stereometrisch regulären Körper etwa folgender- 
maßen zu erzeugen (vergl. Spitz, Stereometrie): Man denkt sich von einem 
festen Punkte aus (dem Mittelpunkte) den Raum strahlenartig von lauter 
regulären, kongruenten, pyramidalen, offenen Räumen (pyramidalen Vielkanten) 
durchsetzt. Dann schneiden wir einen dieser Pyramidal- Strahlen durch eine 
Ebene ab, die auf der Pyramidenachse senkrecht steht. Durch Wiederholung 
dieser Abgrenzung, immer im gleichen Abstände vom Strahlenpole erhält 
man Körper von regelmäßigem Gefüge. Nun läßt sich zeigen (a. a. 0.), daß 
jene Ausschneidung des Raumes nur auf fünf verschiedene Arsten restlos 
(lückenlos) möglich ist, und zwar a) durch dreikantige, reguläre Pyramidal- 
strahlen nach drei Arten: entweder durch vier Strahlen (Tetraeder), oder acht 
Strahlen (Oktaeder), oder zwanzig Strahlen (Ikosaeder); b) durch vierkantige 
Pyramidenstrahlen und zwar nur einmal (sechs Strahlen, Hexaeder oder Würfel)* 
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c) durch fünfkantige reguläre Pyramidal strahlen, ebenfalls nur einmal 
(12 Strahlen, Dodekaeder). Aufg. 128. 

80) Die weniger bekannte Eigenschaft, daß im regelmäßigen Fünfeck zwei ein- 
ander schneidende Diagonalen (^AC und JBE) sich gegenseitig stetig teilen und daß 

_j^ der Major- Abschnitt des goldnen Schnittes (^HÖ = HE) 

gleich der Fünfeckseite ist, ergibt sich, wenn man die 
Winkel bei H und an den Ecken auf Grund des Satzes 
t/^ H.' g ^^r ^^^ ^^^ Peripheriewinkeln berechnet; sie lassen sich 

^l ,. / . sämtlich als Fünftel von Rechten ausdrücken. Hier- 

aus ergibt sich, daß das Viereck DE HC ein Rhombus 
ist und daß die Dreiecke CHB und EHA sog. goldne 
Dreiecke sind, d. h. gleichschenklige Dreiecke, deren 
Kopfwinkel halb so groß ist als jeder Grundwinkel. 
Weiterhin folgt, daß CH = HE = a (zugleich Fünfeck- 
seite) Major ist auf A und daß die Strecken HB = HA (b) als Minor zu 
gelten haben. Nun ist bekanntlich a:h = 2 : (]/5 — 1) = (]/5 + l) : 2*), daher 
a == -r- (]/5 + 1) ; ferner sind die Diagonalen (^d) AC = BE = EC als Vollstrecken 

= — ()/5 + 1). Zieht man ferner die Diagonale DA, die in H' von EC 

stetig geteilt wird, so ist der Major HC == a; somit ist auch die Höhe (Mittel- 
linie) FD = hiR G- stetig geteilt. Nun hat man im rechtwinkligen Dreieck JDAE 

die Höhe 7^ = 1/ ^^ ~ x ' ^^^ wenn man obigen Wert für d einsetzt: h = 
Ij/o + 2]/5. Der Major p der Höhe ist = A(y5 _ i) _ ^y H_l:^ . ihr Minor 

q = Y (y^ ~ ^)^ somit auch q == a y ^ - 

(— ) , wenn r und q den Um- bezw. Innenkreis-Halbmesser bedeuten; daher 

(r -h ^) (r — ^) = ( — ) , und wegen r -{- q = h hieraus: r — Q "^ 'Ä/h' ^^^ 

den W^erten für (r + q) und {r — q) ergibt sich durch Addition bezw. Sub- 
traktion 

4/^2 1^2 -i/ö i-i/ö' Ui^ — a^ a 1/5 + 21/5 

r == -^^^^ = a y -^ und q = ~^-^- = y f/ — ^-- 

Vergl. Holzmüller, Stereom. I, 42 und II, 113. — Aufg. 133. 

81) Die Konstruktion der Normalbilder der platonisch -regulären Körper 
ist sehr gründlich bearbeitet bei Aug. Schmidt, Orthog. Proj. 119 — 128. — 
Aufg. 134. 

82) Bei der Körperprojektion haben wir uns nicht selten an die Art 
und Weise angelehnt, wie sie durch die mathematischen Inspektoren der 
nassauischen und Frankfurter Gewerbeschulen eingeführt worden ist. Außer 



*) Denn stets bestehen beim goldenen Schnitt zwischen der Yollstrecke s, dem 
größeren Teilen (Major) und dem kleineren g (Minor) folgendeVerhältnisse : s :p =p :q 
= 2 : ff/ö — 1) = (1/5 + 1) : 2. = 1 : 0,618 rd. 
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dem bereits genannten Emil Hildebrand (Der Zeichenunterr. an den Gew.- 
Schnlen des Herzogtums Nassau 1864) sei noch erwähnt Wilhelm Unver- 
zagt, der bekannte Erfinder der longimetr. und goniometr. Quaternionen, und 
Theodor Lautz (Das konstruktive Zeichnen, 1883). Der Gewerbeverein, dem 
die Prov. Hessen-Nassau zum Teil eine ungeahnte Entwicklung des gewerblichen 
Lebens verdankt, hat viele wis*senschaftlich gebildete Mathematiker veranlaßt, 
der Projektionslehre schulmäßig näher zu treten und auch für die höheren 
Schulen zu verwerten. — Eür Frankfurt nennen wdr noch „Projektionszeichnen" 
von Heinrich Back (Direktor der Gewerbeschule zu Frankfurt a. M.) und 
W. Heinze, Seminarlehrer in Alfeld. Aufg. 138. 

83) In den Oberklassen der Eealanstalten wird man hier die Gleichung 
der Zjlinderfläche betrachten können, so ist z. B. y^ + ^" = r^ die Gleichung 
der Zylinderfläche für jedes beliebige x^ wenn die Zylinderachse mit der X- 
Achse zusammenfällt. Aufg. 138. 

84) Die Schraubenlinie kann als Loxodrome (Schieflauf-Linie) des Zylin- 
ders betrachtet werden, da sie die Seitenlinien unter gleichem Winkel trifPt; 
sie ist zugleich die geodätische Linie, d. h. diejenige, die die kürzeste Ver- 
bindung zwischen zwei Punkten der Zylinderfläche darstellt. Wenn die Erd- 
oberfläche zylindrisch gestaltet wäre, so würde ein Schiff, bei derselben 
Kompaßstellung, d. h. bei gleichbleibendem Kurs (bei loxodromischer Fahrt), 
stets eine Schraubenlinie zurücklegen. Diese Betrachtungen, die sich am Kegel 
und an der Kugel wiederholen werden, haben hohe praktische Bedeutung. 
Aufg. 139. 

85) Die Koordinatengleichung eines Kegels, dessen Achse in der X-Achse 
liegt, dessen Spitze die Koordinate x^ hat und dessen Leitkreis (Halbmesser r) 
in der Profilebene so liegt, daß der Mittelpunkt in den Koordinaten-Nullpunkt 

fällt, lautet: ^- ^ "^,t = r^- — Der Grundriß der Fie^. 155 gibt zuc^leich das 

' {X Ä^o)^ D O O 

sog. „Diagramm" für eine Blattstellung (Aufg. 97)^ wenn man den Stengel 
kegelförmig wie in Aufg. 98 wählt. — Aufg. 140 und 141. 

86) Eine strenger durchgeführte Behandlung des Problems findet man bei 
Holzmüller, Stereometrie I, 195 u. f. — Aufg. 142. 

87) In den elementaren Leitfäden wird oft eine Netzkonstruktion gegeben, 
die natürlich nur eine leidliche Annäherung liefert; man benutzt sie, um 
Meridianstreifen aus Papier zum Aufkleben auf den Globus zu erhalten. — Die 
Kugelgleichung lautet, wenn der Mittelpunkt im Koord. -Nullpunkt liegt: x^ + y'^ 
+ z^ = r\ — Aufg. 143. 

88) An dieser Stelle ist es wohl nötig darauf hinzuweisen, wie man geogr. 
Breite und Länge durch Höhenmessung an einem Gestirn (am einfachsten am Polar- 
stern) bezw. durch Bestimmung der Ortszeit und Vergleich mit einer Normaluhr fest- 
stellt. (Für den Schüler: Edler 's Quadrant oder Meßblatt, Halle a. S.) Aufg. 144. 

89) Diese Unterscheidung in horizontal und vertikal bei solchen 
orthographischen Kartenentwürfen ist nicht überall gebräuchlich; häufig wird 
unser vertikaler Entwurf als horizontal bezeichnet. Aufg. 145. 

90) Die betreffende Linie erreicht in demselben Oktanten noch den Pol 
und wendet sich dann nach hinten (nach dem Scheiteloktanten), wo sie bis 
zum Gegenpunkte herabsteigt. Eine symmetrische Bahn erhält man, wenn 
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man von E ans links heranfgeht. Die analytische Betrachtung zeigt, daß ihr 
Grundriß ein Doppelkreis ist über den Strecken O^E-^ und O^J-^ als Durch- 
messer. Die Kurve ist demnach als Durchdringungskurve zwischen der Kugel 
und zwei Zylindern zu betrachten. Aufg. 146. 

91) Daß die Merkatorkarte keine Zylinderprojektion ist, wird ohne weiteres 
klar. Der Irrtum entsteht immer aufs neue dadurch, daß man sich das Blatt 
der Merkatorkarte als Berührungs-Zylinder um den Erdglobus gelegt denkt. 
Das kann ja geschehen, aber man muß wohl bedenken, daß inbezug auf diesen 
Zylinder als Bildfläche weder eine Parallel- noch eine Zentralprojektion irgend 
welcher Art stattfindet. Aufg. 147. 

92) Etwas eingehender würde die algebr. analyt. 
Behandlung etwa so zu geben sein (vergl. Gel eich und 
Saut er, Kartenkunde): BGEF^ei ein sehr kleines Elächen- 
stück der quadratischen Plattkarte (entsprechend Fig.l 6 1)^ 
das nunmehr als Bild für eine Masche des Gradnetzes 
eintreten soll. Nehmen wir an, BC = EF entspreche 
dem Längenunterschied zweier aufeinander folgender Meri- 
diane, etwa einer Bogenminute, und bezeichnen wir die 
wahre Länge auf dem Äquator mit m, so ist auch BE 
= CF=BC = EF = m. Da ferner m ein Großkreis- 
bogen ist, so wird m für den Erdhalbmesser r gleich 

Wenn nun ferner der Parallelkreisbogen EF die geogr. Breite cp hat, 

dann wäre seine wahre Länge (auf dem Globus) m cos gp, während er im Bilde 
nach unserer Forderung so groß wie BC, also gleich m dargestellt wird. Zum 
Vergleich denken wir uns diese kürzere Strecke m cos (p auf EF abgeschnitten 
bis Z. Nunmehr stellt der Winkel EBZ die wahre Größe (auf dem Globus) des 
Diagonalwinkels des betr. kleinen Flächenstückes dar, während dieser Winkel auf 
dem Quadrate der Plattkarte durch j&^i^ markiert wäre. Soll nun die Karte den 
richtigen Winkel angeben*) und dabei im Parallelkreisbogen stets die Langem 
beibehalten, so muß auf einer richtigen Karte die Abbildung von EF weiter 
hinaus nach XY fallen, nämlich dahin, wo die verlängerte .B Z mit OJ^ zusammen- 
trifft. Statt der Breite ^JZ^ tritt daher die Breite BX= CY ein, wobei also XY 
gleich m bleiben soll. Nun läßt sich (etwa für 1 Bogenminute) J5X leicht berechnen. 
Da die Dreiecke BXY undiBEZ ähnlich sind, so ist BX : BE = XY : EZ = 
m : m cos (p = 1 : cos cp^ somit BX = BE : cos cp = BE - sec cp. Die Meridian- 
Minuten BE müssen also mit oder sec cp multipliziert werden, wenn sie 

cos g} ^ -^ ' 

in winkeltreuer Anordnung in dem Gradnetz erscheinen sollen. 

Gehen wir nun vom Äquator aus und sollen wir die Parallelkreise in 
den Breiten von l', 2', 3' usf. eintragen, beträgt ferner die wahre Länge der 
Äquatorial-Minute wie oben m, so sind nach vorstehendem die gegenseitigen 
meridionalen Entfernungen je zweier solcher Parallelkreise auf der Merkator- 
karte der Eeihe nach 

m sec l', m sec 2', m sec 3' usf. 



*) Der Kunstäusdruck lautet: Es soll die Karte „winkeltreu" sein. 
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Der ganze Abstand x vom Äquator ab auf der Karte in der Breite gp beträgt somit 

X = m (sec 1' + sec 2' + sec 3' + • • • sec 9'). 

Man hätte daher nur die Sekanten der aufeinanderfolgenden Minuten 
zu bestimmen und zu summieren, um die Gesamtlänge x zu erhalten. ISTun 
hat man hierfür Tafeln berechnet, in denen gewöhnlich nicht in Minuten^ 
sondern in ganzen Graden fortgeschritten wird. Der Anfang einer solchen 
Tafel würde lauten: 

Geogr. Breite 9 i 1 M 2 M 3 « | 4M 5 M 6<> | 7 M 8M 9M 10<^ 

\ — -; usf. 

Meridionalteile x \ 60 !l20,0|180,l|240,2l300,4l360,7|421,l|481,6|542,2|603,l 

Hier hat man also den Äquatorgrad in 60 gleiche Teile zerlegt (Bogen-Minuten 
= Seemeilen) und die Länge der Meridianstücke vom Äquator ab durch 
Summierung erhalten. Bis zu 1^ bleibt die Breite noch hinreichend gleich 
dem Äquatorgrad. Bei 10^ beträgt die Differenz 603,1 — 600 = 3,1, ein 
Unterschied, der in unserer Zeichnung (Fig. 161) noch nicht zum Ausdruck 
kommt. 

Für die Zwecke einfacher Näherungs-Zeichnungen genügt folgende TafeL 
die an der Hand einer Sekantentafel geprüft werden kann: 

(E 1 10 1 20 I 30 1 40 I 50 1 60 1 70 1 80 I 90 



X I 10,2 I 20,4 I 31,5 I 43,7 | 57,9 | 75,5 \ 99,4 |l39,6| 00 

Wir haben hier die Länge eines Äquatorgrades nicht in Bogen-Minuten zer- 
legt, sondern seine Gesamtlänge als Einheit gewählt. 

Die vollkommen exakte Analyse des Problems gehört in das Gebiet der 
höheren alg. Analyse und erledigt sich in folgender Weise: Den kleinen 
Bogenstücken m entspricht das Differential rä^)\ dieses muß wie oben mit 

= sec 9 multipliziert werden, um sein Bild für die Ebene zu erhalten; daher 

ist das entsprechende Differential = r sec cpdop. Nun bildet das Meridianstück in 
der Kartenebene die Summe von unendlich vielen solcher Stückchen, somit ist ein 
Stück vom Äquator ab gerechnet gleich dem bestimmten Integral von rseGg)dcp 

zwischen den Grenzen Oundg),nämlichr-log.nat.tang( 45^ + — )• Aus dieser Formel 

werden gewöhnlich die größeren Tafeln berechnet, aus denen man (wie oben) 
die sog. Meridionalteile oder „vergrößerten" Breiten entnimmt. Die interessante 
Art, wie Holzmüller die Integration umgeht, siehe in dessen El. d. Stereometrie 
II, 377. Yergl. außerdem S. 386. 

Die Karte würde ins LTnendliche gehen, wenn sie bis zu den Polen er- 
weitert würde, denn ^7, = oo. Deshalb bricht man die Karte bei 80® ab. 

' cos 90 

da die Polargegenden keine Bedeutung für die gewöhnliche Schiffahrt haben. 
Aufg. 147. 

93) In der Bezeichnung der Spuren (mit Strichen) schließen wir uus 
ebenfalls der Wiesbadener Art an. — Bei verwickeiteren Konstruktionen der 
hier folgenden Art wendet man bunte Kreiden bezw. Tinten an; ebenso ist die 
Klapptafel unbedingt nötig. Aufg. 148. 

94) . Besondere Beachtung ist stets der richtigen Übertragung der hinten 
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liegenden Achsenschnittpunkte zu widmen. Bei nur zwei Bildebenen fallen 
zwar alle Schwierigkeiten weg, dabei verliert aber die ganze Betrachtung an Ab- 
rundung, Bestimmtheit und Interesse. Auch ist diese Erörterung außerordent- 
lich übend für das räumliche Yorstellungsvermögen und muß stets an der 
Klapptafel veranschaulicht werden. Aufg. 148. 

95) In der Prima können hier die Projektionsgleichungen der Geraden bei- 
gefügt werden, sie lauten: 

y ^= m^x -{- h-^'^ z = m^x + 1}^'^ = m^x -{- b^. 

Hierin bedeuten m-^^ mg, m^ die trig. Tangenten der Neigungswinkel gegen 
OX bezw. Y", während &j^, ög? ^3 ^i® Parameter auf OY bezw. OZ sind. 
Die Parameter h-^ und ög sind zugleich die Koordinaten von Ä"' (Fig. 163 a). 
— Die bekannte Berechnung der Neigungswinkel w^^ cog, cog der Geraden 
gegen die Achsen ergibt außerdem eme einfache Konstruktion derselben. 
Aufg. 150. 

96) Diese, sowie die folgenden Aufgaben spielen in der Markscheide- 
kunst (Landmessung in der Tiefe) eine EoUe. Sie sind entnommen aus dem interes- 
santen Werk von Ernst Gerland, Abriß der darst. Geometrie, Leipzig 1899. 
Dieser Abriß ist besonders dem Bedürfnisse Bergbefiissener angepaßt. Aufg. 154. 

97) Derartige Arbeiten gehören zu den häufigsten des Landmessers. Vgl. 
Degenhardt, Prakt. Geometrie auf dem Gymnasium. Frankfurt a. M., Auffarth, 
1896. In § 7 Aufg. 2 ist dort eine ähnliche Aufgabe behandelt, die in Ver- 
bindung mit einer Mvellierung die nötigen Daten liefert. — In § 12 ist eine 
einfache Feldbussole beschrieben. Aufg. 155. 

98) Die verschiedenen ISTormalformen für die Gleichung einer Ebene sind: 

I) - — \- -4- -\- ■ — = 1, worin a, 5, c die Parameter darstellen. 
^ a b c ' ' ' 

II) ^ cos of + ^ cos /3 + ^ cos 7 = jp, worin p das Lot von auf die Ebene, 
den sog. Träger der Ebene bedeutet, v/ährend a, /5, y die Stellungswinkel be- 
zeichnen, d. h. die Winkel zwischen Träger und Achsen; diese Winkel sind be- 
kanntlich gleich den gegenüber liegenden Fall winkeln. Die Gleichung bildet 
eine große Eolle bei Krystall-Berechnungen; man denkt sich um eine beliebige 
Kugel und verlängert den Träger der Ebene bis zum Stiche P mit der Kugel- 
oberfläche. Dieser Punkt heißt Pol der Ebene (der Kry stallfläche). Vergi. 
Henrich, Lehrbuch der Krystallberechnung. Stuttgart 1886. 

m) = mx -f ny + c. Hier ist c der Z-Parameter; m ist die trigon. 
Tangente des Winkels zwischen Aufrißspur der Ebene und OX^ n die trig. 
Tangente des Winkels zwischen Profilspur und OY. — Aufg. 157. 

99) Eine interessante, hier zunächst nur zu streifende Frage ist die 
nach den Schattenkurven. Betrachtet man z. B. den Weg, den der Punkt 
M des Schattenstabs -M'ilf (Fig. 172 a) auf der Horizontalebene im Laufe eines 
Tages zurücklegt, so muß er eine gerade Linie sein, wenn die Sonne in der 
Aquatorialebene bleibt (zur Zeit der Äquinoktien). Sowie sich aber die Sonne 
hebt oder senkt, also positive oder negative Deklination am Himmel zeigt, dann 
beschreiben die Sonnenstrahlen durch M während eines Volltages ^24 Stunden) 
einen Doppelkegel, der von der Horizontal-Ebene auch doppelt geschnitten 
wird und Hyperbel- Aste liefert. Näheres bei Kr am er, Darst. Geometrie am 
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Eealgymnasium. Progr. Nr. 256. Halle a. S., 1890. S. 31. Vgl. auch Anm. 
50, 51 u. 52. — Aufg. 157.*) 

100) Wenn man den Winkel cp im Eaum auf die drei Bildebenen pro- 
jiziert, so sagt man von ihm, er ist „auf die betreifende Bildebene reduziert", 
in (p^ z. B. auf den Horizont (die Rechnung ist eine interessante trig. Aufgabe). 
(Übungsaufg. 16 a zu § 16.) 

101) Die Behandlung der Schnitte in Schrägprojektion zeigt den großen 
Vorzug dieser Projektionsart für die Anschaulichkeit. — Zum Verständnis 
des § 17 ist bloß die Kenntnis der Aufg. 151 und 152 des § 16 nötig, da 
nur solche Schnitte betrachtet werden, die zu einer der Bildebenen senkrecht 
stehen. Aufg. 159. 

102) Der Nachweis, daß diese Linie eine Sinoide ist, ergibt sich aus der 
ganzen Entstehungsweise. — Daß ferner der schiefe Schnitt des geraden Kreis- 
zylinders eine Ellipse ist mit den Halbachsen a und r, wobei a die Strecke 
ÄE und r den Zylinderhalbmesser bedeutet, ist bereits in Abschnitt I, § 6 
nachgewiesen. Hier folgt noch eine Ableitung auf Grund einer anderen 
Koordinatenrechnung. Wir wählen als Abszissenachse AE^ als Ordinatenachse 
MG (auch im Schrägbild zu zeichnen!) und fassen einen beliebigen Punkt P 
heraus, dessen Abszisse x = QM und dessen Ordinate y = PQ sei. Weiterhin 
legt man durch Q auf AB einen Parallelschnitt durch den Zylinder, der den 
Kreis mit dem Halbmesser SB = ST erzeugt. Denkt man sich nun QP in 
der ursprünglichen, wahren Lage, so erkennt man, daß PQ = y sowohl Sehne 
in der Schnittellipse als auch in dem Hilfskreise ist. Bezeichnet man in 
letzterem die Strecke Q8 mit u, so ist y^ = (r + u) (r — u) nach dem Sehnen- 
Proportionalsatze. Da ferner QT und QE durch die Parallelen SM und TE 
geschnitten werden, so ist u : x == (r + ^0 • (<^ + ^) oder it = rx : a-^ somit 
y\= r' -u^ = r^ - {r'^x'- : a^), oder ^ V a^ + / / r' = 1. Diese Gleichung 
gehört einer Ellipse an (vgl. Ibrügger a. a. 0., wie auch die folgenden 
Koordinaten-Eechnungen). — Aufg. 161. 

103) Vergl. die schätzbare Progr.- Abhandlung: Meißner, Über das Linear- 
zeichnen in Verbindung mit dem math. Unterr. der Untersekunda von Eeal- 
schulen. Pillau. Progr. Nr. 23. 1901. — Aufg. 162. 

Andere beachtenswerte Progr. -Abhandlungen sind erschienen von: 

Max Eichter: Das geometr. Zeichnen in der Eealschule. Leipzig. Progr. 
Nr. 618. 1901. 

Er. Blencke: Linearzeichnen und stereom. Unterricht. Essen. Progr. 
Nr. 537. 1901. 

E. Kronke: Linearzeichnen i. d. Eealschule. Graudenz. Prog.Nr.47. 1901. 

104) Die Koordinatengleichung der Ellipse wird hier so gefunden: In 
der wahren Figur der Schnittlinie (im Aufriß der Fig. 177) wählen wir einen 
beliebigen Punkt P (auch im Schrägbild zu zeichnen) und fällen die Ordinate 
PQ = y auf die Aszissenachse AH{A2H2). Die Ordinatenachse gehe durch 
die Mitte 0^ von JigiTg, sodaß O^Q = x. Es sei 02^2 = ^2^2 = ^ ^^^ 



*) Weitere Aufgaben aus der math. Geographie gibt Buka, Grundzüge d. darst. 
Geometrie. Charlottenburg 1894. Progr. Nr. 101, sowie Müller-Hupe, Mathematik 
-auf Gymnasien und Realschulen. Teubner 1902. Ausg. B II, S. 171. 
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124) Das betr. Werk des auch für andere Projektionsmethoden bahn- 
brechenden Lambert (z. B. für Schrägbilder) heißt: Beiträge zum Gebrauch 
der Mathematik. Berlin 1772, Teil III. — Vergl. Ostwatds Klassiker N. 54. 
— Aufg. 210. 

125) Die sog. Karte des Erathosthenes (200 v. Chr.) ist nichts anderes 
.als eine Plattkarte in rohester Form (vgl. Kiepert's Atlas antiquus Tab. I, 
Nebenkarte). — Aufg. 219. 



Terlbesserungen und Zusätze. 

Seite 3, statt ^) setze ^'''). 

„ 4, Fig. 3 a, hier fehlt der Buchstab X' hinten an der Achse. 

7 P, V 

j7 *i ?? "i V Ji V ?i -^ V v r r 

,, 8, „ 7, in der Mitte von YY' ist zu denken. 

„ 18, „ 20, hier fehlt der Buchstab Y' hinten an der Achse. 

„ 103, in Fig. 111 ist SET eine gerade Linie, außerdem ist die Figur genau 

wagerecht zu stellen. 
„ 131, in Aufg. 121 fehlt der Hinweis auf Anm. 73. 
„ 134, „ Fig. 137a fällt Buchstab jB\ oben in der Mittelfigur weg. 
,, 155, zu Übungsaufg. 5 vergleiche die Behandlung des Problems in Buka's 

Progr. -Abh. Nr. 101, Charlottenburg 1894: Grundzüge der darst. 

Geometrie. 
,, 157, in Aufg. 138 fehlt der Hinweis auf Anm. 83. 
,,. 194, „ „ 157 ,. 98. 
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